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1 Einleitung

Wenn wir die Bewegung punktférmiger Teilchen auf einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit M unter dem Einfluss elektrischer und magnetischer Felder betrachten, fassen
wir die Feldstarken der beiden Felder im antisymmetrischen Feldstarketensor zusammen.
Dadurch wird eine Zweiforn#” € Q% (M) definiert, die die Maxwell-Gleichungen

dFfF =0 und dx F=J

erflllt. Die erste Gleichung besagt, dds®ine geschlossene Differentialform ist. In der
zweiten Gleichung gehen im Hodgeschen Sternoperator Metrik und Orientierunyg von
ein, undJ beinhaltet Informationen tber die vorhandenen Ladungen und Strome. Wir
werden hier nur noch den Fall= 0 weiterverfolgen, der dem eines leeren Raumes ohne
Ladungen und Strome entspricht. In diesem Fall betrachten wir also eine Theorie, deren
Freiheitsgrade zunachst einmal geschlossene Zweiformen zu sein scheinen.

Es ist bequem, die Existenz einer Eichpotential genannten Einsfoeanf)! (1) mit
der Eigenschaftd = F anzunehmen. Falls ein solches Eichpotential existiert, ist es im
Allgemeinen nicht eindeutig durch die Feldstarke bestimmt, da man von einem Eichpo-
tential Uber eine Eichtransformatioh—— A+ dA mit einer FunktionA auf M stets zu
einem anderen Eichpotential tibergehen kann. Da die physikalisch relevanten Informatio-
nen der klassischen Theorie aber weiterhin in der Feldstartecken, sind Messgrolien
stets invariant unter solchen Eichtransformationen. Das Eichpotentiat hier den Cha-
rakter einer HilfsgroR3e, die unter Umstdnden Rechungen erleichtern kann.

Wir lassen zum Beispiel ein punktférmiges Probeteilchen der elektrischen Ladung
entlang einer geschlossenen TrajektarieS! — M im Raum kreisen und beobachten
den Einfluss der Feldstarké, zu der wir ein Eichpotentiall wahlen. Die Bewegungs-
gleichung des Teilchens erhalten wir durch Variation seiner Wirkung, in der die Kopplung
seiner Ladung an das Feld durch den Term

Sapplo] = ¢ [ 074 1)
eingeht. Unter einer Eichtransformatidn— A+ dA &ndert sich dieser Kopplungsterm
gemaR des Stokesschen Satzes um das Integral vilrer die leere Meng@S* = 0, er
ist also eichinvariant.

Obwohl eine zur elektrischen Ladung analoge magnetische Ladung nie beobachtet
wurde, untersuchte P.A.M. Dirac 1931 magnetische Monojald [Di][Di2]. Nehmen wir
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zur Vereinfachung statt einer beliebigen Mannigfaltigkeit den Vektorr&dnso kénnen

wir die Differentialformen bezuglich eines globalen Koordinatensystems in Komponenten
zerlegen. Die Komponenten der Feldstarke eines im Ursprung ruhenden magnetischen
Monopols der Ladung sind gegebed[G&1] durch

ij Ko ik Tk
Fj<x):§'€]k'w.

Aufgrund der Singularitét im Ursprung haben wir es also mit einerlduf= R\ {0}
definierten Theorie zu tun. Ein Eichpotential hatte Komponenrtemit der Eigenschaft

Fii =1 (9"A7 — 97 A"). Bei der Frage nach der Existenz eines solchen, global definierten
Eichpotentials werden nun topolgische Eigenschaften des Raumes wichtig. Fir zusam-
menhangende und einfach zusammenhangende Raume ware das Verschwinden der zwei-
ten Fundamentalgruppe (M) hinreichend fir seine Existenz. Diese Bedingung ist aber

in unserem Beispiel nicht erfullt, und man kann sogar zeigen, dass tatsachlich kein auf
ganzM definiertes Eichpotential existiert.

Waéhrend das Eichpotential in der klassischen Elektrodynamik nur den Charakter eines
bequemen, rechnerischen Hilfsmittels hat, und alle messbaren Gréf3en eichinvariant sind,
transformiert die Wellenfunktioti eines Teilchens mit Ladungn der Quantenmechanik
unter einer Eichtransformatioh — A+ dA gemali

b o = exp(ieh) .

Eine Eichtransformation &ndert also die Phase, nicht aber die Amplitude der Wellenfunk-
tion. Einige Zeit lang war man der Meinung, dass eine solche Anderung keine physikali-
sche Relevanz hat, da alle Messgré3en nur von der Ampl|w|aeabhangen, und diese

fur ¢ undv’ gleich ist. 1959 haben Y. Aharonov und D. Bohm eine (damals schon schon
zehn Jahre alte) Idee von W. Ehrenberg und R.E. Siday aufgegriffen, und darauf hin-
gewiesen[[ARhBD], dass die relative Phase zweier wechselwirkender Teilchen sehr wohl
beobachtbare Konsequenzen haben sollte. Ihre Vermutung wurde experimentell erstmalig
1960 durch R.G. Chambeis JICh], und in neueren Experimenten mit gréRerer Prazision,
z.B. von A. Tonomura et al[ TTo], bestatigt.

Damit kdnnen wir das Eichpotential nicht langer als Hilfsmittel betrachten, sondern
missen es als eine GrélRe akzeptieren, die zuséatzliche physikalische Information tragt. Die
Tatsache, dass fur das Feld eines magnetischen Monopols kein global definiertes Eichpo-
tential existiert, wird nun zu einem Problem, und wir missen eine andere Beschreibung
finden.

Statt des klassischen Variationsprinzips werden wir nun das Feynmansche Pfadinte-
gral betrachten, in dem die Kopplung eines geladenen Teilchen$! — M an eine
FeldstarkeF” mit einem Eichpotentiall Uber eine Amplitude

exp (i Skopp|@]) = exp (ie/S1 ¢*A> (2)
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eingeht. Falls nun aber kein global definiertes Eichpotential existiert, betrachten wir zu-
nachst eine Kreisscheili2, die vom Parameterberei¢h unseres Teilchens umschlossen
wird, und die Mdglichkeit, die Abbildung stetig zu einer Abbildung : D — M fort-
zusetzen. Dann definieren wir die Amplitude

exp (ie /D $*F), (3)

die von vorneherein kein Eichpotential benétigt, sich aber, falls eines existiert, Gber den
Stokesschen Satz auf den urspriinglichen Tgtm (2) reduziert. Dafir zahlen wir allerdings
den Preis, dass diese Amplitude von der Wahl der Fortsetzafdpangt, die alles andere

als eindeutig ist. Fur zwei verschiedene Wahlen kleben wir die beiden Kreisscheiben mit-
samt der auf ihnen lebenden Fortsetzungemind ¢, entlang ihres Randes zusammen,
und erhalten die Kugeloberflacisé mit einer auf ihr gebietsweise definierten Abbildung

P4

Dann unterscheiden sich die Amplituden um die Differenz

exp (ie/82 @F) ,

und die Forderung eines eindeutig definierten Pfadintegrals ist aquivalent dazu, dass der
Exponent in dieser Differenz Werte wiZ annimmt. Das ist eine Bedingung an die
geschlossene Differentialfora¥’, ndmlich, dass sie eine sogenannte integrale Kohomo-
logieklasse definiert.

In unserem oben behandelten Beispiel eines im Ursprund@éieshenden magneti-
schen Monopols hat dieser Exponent fir die Einbetttings? — M den Wertdriep,
und unsere Forderung ergibt die Diracsche Quantisierungsbedingung fiur die elektrische
Ladung,e = suz fir ein z € Z. Die experimentell bestétigte Erfahrung, dass die elek-
trische Ladung quantisiert ist, und die Tatsache, dass seit Diracs Entdeckung 1931 keine
andere Erklarung fur diese Quantisierung gefunden wurde, betonen die physikalische Re-
levanz dieser Uberlegungen.

Heute wissen wir, dass eifig(1)-Eichtheorie auf einer Mannigfaltigkelt’ gut in den
mathematischen Rahmen eines hermiteschen Geradenbiinilets \/ mit Zusammen-
hangV passt. Die Verknipfung eines solchen Biindels mit einer Eichtheorie der Feldstar-
ke F' wird Uber die Krimmung des Zusammenhangs hergestellt; diese ist eine Zweiform
K (V) € Q% (M), fur die wir K (V) = eF verlangen. Ein hermitesches Geradenbiindel
mit Zusammenhang tragt aul3erdem den Begriff der Holonomie, darunter versteht man
eine Zuordnung, die jeder geschlossenen Kuftve S' — M eine komplexe Zahl
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hol(L, V., ¢) € U (1) zuordnet, die wir die Holonomie des Zusammenhangssumen-
nen. Wir definieren die Amplitude im Pfadintegral durch

exp (i Skopp[@#]) := hol(L, V, ),

dabei werden keine Forderungen an die Existenz eines global definierten Eichpotentials
oder an die Fortsetzbarkeit der Abbildungyestellt. Wir werden spéter sehen, dass sich
dieser Ausdruck im Falle der Existenz eines global definierten Eichpotentials zur Feld-
starkeF’, der dem eines trivialen Geradenbundels entspricht, genajauf (2) reduziert. Wir
werden aul3erdem sehen, dass wir, wenngnaiuf eine Kreisscheibe fortsetzen kénnen,
genau den fiur diesen Fall angenommenen T&im (3) zurtickerhalten. Mit einem hermite-
schen Geradenbindel mit Zusammenhang beschreiben wir also eine Theorie, die insbe-
sondere diese beiden Spezialfalle enthalt.

Wahrend wir in der Quantenmechanik von Punktteilchen mit Weltlisiereden, ge-
hen wir in der Stringtheorie zu eindimensionalen Objekten Uber, deren Ausdehnung tber
eine weitere GroRe parametrisiert wird. Diese kann Werte im Kreis oder in einem Intervall
annehmen, und je nach Wahl eines Wertebereich liegt ein geschlossener beziehungswei-
se offener String vor. In dieser Arbeit werden wir nur geschlossene Strings betrachten,
ihre Trajektorien sind damit Abbildungen : ¥ — M, wobei die Weltflache: eine
geschlossene, zweidimensionale Mannigfaltigkeit ist.

Wir mochten nun auch Strings an ein Hintergrundfeld einer FeldstArk®ppeln.
Wahrend bei Punktteilchen hermitesche Geradenbiindel mit Zusammenhang und Krim-
mungs-Zweiformen auftreten, betrachtet man bei einem String solche Geradenbtindel
Uber dem SchleifenrauthM = Map (S, M). Eine geschlossene Zweiform afif\/
definiert aber eine Dreiform auf/. Deshalb ist die Feldstarke eines String-Hintergrund-
feldes eine Dreiform € Q3 (M). Eine eventuell vorhandene Zweifor® € Q% (M)
mit der Eigenschaft B = H wird Kalb-Ramond-Feld oder B-Feld genannt. In diesem
Fall erwarten wir analog z{i{1) einen Kopplungsterm

Stoppld] = k /E B @)

in der Wirkung des Strings, wobéi eine zur elektrischen Ladung analoge Kopplungs-
konstante ist. Durch konkrete Modelle werden wir jedoch gezwungen, auch den Fall zu
betrachten, dass kein solches global definiertes Hintergrundfeld existiert. Wir versuchen
eine zu der Vorgehensweise bei Punktteilchen analoge Methode, und nehmen an, dass die
WeltflacheX eine dreidimensionale Mannigfaltigkeft umschlief3t, auf die die Abbil-

dunge fortgesetzt werden kann zu einer Abbildupng B — M. Dann erwarten wir im
Feynmanschen Pfadintegral analog[Zu (3) die Amplitude

exp (ik/Bg*H) . (5)

Der Exponent in diesem Ausdruck tragt den Namen Wess-Zumino-Term, und seine Exis-
tenz und Wohldefiniertheit sind einigen Einschrankungen unterworfen. Edward Witten
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hat 1984 eine konsistente Theorie aufgestellt, in\dezin spezieller Typ von Liegruppen

ist [Wi]. Diese Theorie wird heute als Wess-Zumino-Witten-Modell bezeichnet und von
uns in Abschnitf P diskutiert. Wir werden die Einschréankungen an die Wohldefiniertheit
des Wess-Zumino-Terms genau untersuchen, und die Bewegungsgleichung eines Strings
berechnen, der die Hintergrundfeldstafespuhrt.

Die Wirkung des Wess-Zumino-Witten-Modells weist eine bestimmte, diskrete Sym-
metrie auf, die Witten als Paritatssymmetrie bezeichnet hat. Eine genaue Betrachtung
dieser Symmetrie in Abschn[tt 2.3.3 wird uns zu einer Interpretation fuhren, derzufolge
wir nicht Abbildungen¢ : ¥ — M zu betrachten haben, sondern solche des doppel-
ten Uberlagerungsraumeég die invariant unter der Paritatssymmetrie sind. Diese Idee
werden wir dann in Abschnit 4.3.4 wieder aufgreifen.

Nachdem sich der Zugang Uber eine Fortsetzung der Abbilduagf die von der
Weltlinie umschlossene Scheibe bei punktférmigen Teilchen aus der viel allgemeineren
Definition der Amplitude als Holonomie eines hermiteschen Geradenbiindels mit Zusam-
menhang um die Trajektorie zurtckflhren liel3, erwarten wir hier eine ahnliche Situati-
on. Allein fehlt uns ein geeignetes Objekt, analog zu einem hermiteschen Geradenbiindel
mit Zusammenhang, dessen Krimmung eine Dreiform ist, die wir dif€tvorgeben
konnten, und dessen Holonomie um Abbildungen nunmehr zweidimensionaler Weltfla-
chen dazu geeignet ist, die gewtinschten Amplituden im Pfadintegral zu definieren.

Ein Objekt mit diesen Kennzeichen wurde zu Beginn dieses Jahrtausends gefunden.
Es handelt sich um eine hermitesche Bindelgerbe mit Zusammenhang und Kurvung. Die
Untersuchung ihrer Eigenschaften und ihrer Anwendungen im Wess-Zumino-Witten-Mo-
dell sind der zentrale Gegenstand dieser Arbeit. In Abschhitt 3 werden wir ausfiihrlich
Gerben und ihre Analogie zu Geradenbiindeln diskutieren. Es wird sich herausstellen,
dass die Holonomie einer Geremit Zusammenhan¥ und KurvungC' um ¢ tatséch-
lich dazu geeignet ist, die Amplitude

exp (I Skopp[#]) := hol (G, V, C, ¢) (6)

so zu definieren, dass wir die Ausdrudke (4) Urjd (5) als Spezialfélle reproduzieren kénnen,
so wie wir aus der Holonomie von Geradenbiindeln die Ausdrii¢ke (2] yind (3) zuruickge-
winnen konnten.

Wie wir schon bei einet/ (1)-Eichtheorie dazu tUbergegangen sind, nicht mehr die
Feldstarke, sondern nur noch das hermitesche Geradenbiindel mit Zusammenhang als das
die Theorie definierende Objekt anzusehen, vollziehen wir flir das String-Hintergrundfeld
denselben Schritt. Die entscheidende Groéf3e zur Definition eines String-Hintergrundes ist
demnach eine Gerbe mit Zusammenhang und Kurvung.

Beim Ubergang von Weltlinien nulldimensionaler Punktteilchen zu Weltflachen ein-
dimensionaler Strings tritt aber noch ein weiteres Problem auf. Alle bisher verwendeten
Kopplungsterme involvieren Integrale von Differentialformen tber die Weltflache oder
einen von ihr umschlossenen Raum; das trifft auch fiir die Holongrhie (6) zu. Solche Inte-
grale sind aber nur wohldefiniert, nachdem man im Integrationsbereich eine Orientierung
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gewahlt hat. Wahrend man auf jeder eindimensionalen Mannigfaltigkeit eine solche Wahl
treffen kann, indem man zum Beispiel an einem Punkt eine Durchlaufrichtung fixiert,
und diese dann entlang der Linie beibehélt, gibt es zweidimensionale Mannigfaltigkeiten,
die keine Wahl einer Orientierung zulassen. Auf solchen, nichtorientierbaren Mannigfal-
tigkeiten sind Integrale Uber Differentialformen nicht wohldefiniert, ebensowenig sind es
also unsere Kopplungsterme. Prominente Beispiele solcher Flachen sind das Mdbiusband
und die Kleinsche Flasche, wobei die letztere eine geschlossene Flache ist, und damit fur
uns als Weltflache in Betracht kommit.

In der Stringtheorie vom Typ | sind wir gezwungen, auch nichtorientierbare Welt-
flachen zu berticksichtigen. Als Voraussetzung ihrer Behandlung in Abschnitt 4 werden
wir, motiviert durch unsere Interpretation der Paritatssymmetrie im Wess-Zumino-Wit-
ten-Modell, den Begriff dieser Symmetrie geeignet erweitern, und dann Abbildungen
¢ 3 — M des doppelten Uberlagerungsraunieésler Weltflache betrachten, die
invariant unter dieser Symmetrie sind.

Wir werden zur Formulierung von Wirkungsfunktionalen auf nichtorientierten Fl&-
chen in dieser Arbeit erstmals auf den Formalismus einer verallgemeinerten Art von Dif-
ferentialformen, sogenannter Dichten zurtickgreifen. Dabei handelt es sich um Objekte,
die auch Uber nichtorientierbare Mannigfaltigkeiten integriert werden konnen. Wir wer-
den einen Zusammenhang zwischen Dichten auf einer Mannigfaltigkaitd Differen-
tialformen auf ihrem doppelten Uberlagerungsraimrarbeiten.

Dann schlagen wir in Abschniit 4.2 eine Mdglichkeit vor, Gerben zur Beschreibung
des Wess-Zumino-Terms auf nichtorientierbaren Weltflachen einzusetzen. Eine Gerbe mit
Zusammenhang und Kurvung ist demnach nicht ausreichend, um die Kopplung eines
Strings mit nichtorientierbarer Weltflache an ein Hintergrundfeld zu beschreiben. Es wird
eine Zusatzstruktur bendtigt, die wir definieren und Jandl-Struktur nennen werden. Dabei
werden wir den Begriff der opponierten Gerbe einfiihren, der zentral flr die Definition
der JandI-Struktur sein wird, und den wir genauso wie diese als analoge Definitionen zu
Strukturen in einer algebraischen Betrachtung [FuRliISch] nichtorientierbarer, topologi-
scher Feldtheorien gewonnen haben.

Schon vor tber zehn Jahren wurden durch Berechnungen von M. Bianchi, G. Pradisi
und A. Sagnotti fir den speziellen Fall einer nichtorientierbaren Stringtheorie auf dem
Torus M = T? durch die Untersuchung des Bulkspektrums Einschrankungen an die Art
der mdéglichen Hintergrundfelder gefundén [BiPda&d][Bi]. Auch die Existenz einer Jandl-
Struktur auf einer Gerbe mit Zusammenhang und Kurvung ist mit bestimmten Einschran-
kungen an die Gerbe verbunden, und wir werden in Abschnitt]4.2.3 zeigen, dass diese
im Falle einer Jandl-Struktur auf einer Gerbe Uber dem Torus mit den von Bianchi et. al.
gefundenen Ubereinstimmt.

Neben dieser Ubereinstimmung wird das Ergebnis der Diskussion unserer Definition
einer Jandl-Struktur sein, dass sie nicht ausreicht, um mit einer Gerbe mit Zusammen-
hang, Kurvung und Jandl-Struktur ein Hintergrundfeld einer nichtorientierten Stringtheo-
rie vollstéandig zu beschreiben. Wir kdnnen jedoch zeigen, dass die Amplitupen (6) fir
eine Gerbe mit Jandl-Struktur immerhin bis auf ein Vorzeichen wohldefiniert sind.



Wir missen die Vermutung, dass man durch eine geeignete Erweiterung der Definition
einer JandI-Struktur durch weitere Wahlen auch dieses Vorzeichen fixieren kann, weiterer
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Ich mdchte mich bei Christoph Schweigert fir die beste Betreuung, die ich mir Uber-
haupt vorstellen kann, bedanken. Er hat mich stets mit viel Energie angesteckt und mit
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2 Das Wess-Zumino-Witten-Modell

In diesem Abschnitt untersuchen wir das 1984 von Witten entworfene Wess-Zumi-
no-Witten-Modell in seiner klassischen Formulierung, ohne Gerben zu verwenden. Das
Wess-Zumino-Witten-Modell ist eine spezielle Art eines nichtlinearéviodells, darun-
ter versteht man Theorien von Feldern, die Werte in einer Mannigfaltigkeit annehmen.
Bei unserer Diskussion schréanken wir uns dabei von vorneherein auf kompakte, einfache,
zusammenhéngende und einfach zusammenhangende Liegruppen ein und werden an den
entsprechenden Stellen erlautern, warum diese Einschréankungen nétig sind. Bei unserer
Beschreibung des Wess-Zumino-Witten-Modells werden wir ausgiebig von den Vorteilen,
die die Gruppenstruktur der Liegruppe bietet, Gebrauch machen, und eine koordinaten-
freie und damit manifest kovariante Beschreibung der Theorie angeben.

Die Wirkung des Wess-Zumino-Witten-Modells setzt sich aus einem kinetischen Term
und dem schon erwéhnten Wess-Zumino-Term zusammen. Im Abgchhitt 2.1 werden wir
den kinetischen Term besprechen und parallel auf die fir uns notwendige Differential-
geometrie von Liegruppen eingehen. Im AbscHnit} 2.2 definieren wir den Wess-Zumino-
Term und schildern die Besonderheiten seiner Definition. Das Zusammenspiel der beiden
Terme wird im Abschnitt2]3 erlautert.

2.1 Der kinetische Term.Zur Vorbereitung beginnen wir mit einigen allgemein-
gultigen Aussagen uber Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten und spezialisieren uns
dann auf Liegruppen. Mannigfaltigkeiten sind in der gesamten Arbeit immer glatt und
endlich-dimensional.

2.1.1 Konstruktionen mit vektorwertigen FormeAuf einer Mannigfaltigkeit)/ der
Dimensionn wahlen wir eine Orientierung und eine MetygkEine Differentialforma €
OF (M) auf M fassen wir als einen differenzierbaren Schnitt im duReren Buxidel M
Uber M auf. Fur einen reellen Vektorraui ist einelV -wertige Differentialforma €
QF (M, W) ein differenzierbarer Schnitt im Tensorprodukt’™ M « W. Wenn wir eine
Basis(71, ..., T,,) von W wahlen, kénnen wir eine solche Form zerlegen in eine Summe
a = o'T; mita® € QF (M). Anhand einer solchen Zerlegung tbertragt man die bekannten
Wirkungen des Hodgeschen Sternoperators

* : QF (M) — Q% (M),
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der aulReren Ableitung d, sowie des Zurlckziehgndurch Abbildungerf : X — M

auf Differentialformen auch auf vektorwertige Differentialformen. Wenn wir eine Rie-
mannsche Metrik gewahlt haben, so gilt 3 = (—1)"* g fiir eine vektorwertige
Differentialform 3 € QF (M, W).

Zur Definition des Dachproduktes vektorwertiger Formen mussen wir eine Bilinear-
form o : W x W — V fixieren, wobeiV’ ein zweiter reeller Vektorraum, zum Beispiel
R, ist. Dann setzen wir fur zwéil’-wertige Differentialformemx € QP (M, W) und
geQi(MW)
alNgBi=a' NG o (T;,T;) € QPHI(M,V).

Die Metrik g auf M definiert eine (genauso bezeichnete) Metriauf dem Vektorraum
QF (M). Wenn wir nun auch eine Metrik : 1/ x W — R auf W wahlen, so wird durch

gx (o, B) =g (o, B") - & (T, Tj)

far zwei W-wertige Formem, 5 € QF (M, W) auch eine Metrikg,, auf dem Vektor-
raum$® (M, W) definiert. Wenn wir die durch die Metrik und die Orientierung \viah
bestimmte Volumenform mit vat 2" (M) bezeichnen, so ergibt sich aus der den Hodge-
schen Sternoperator definierenden Eigenschatft fur vektorwertige Differentialformen die
Eigenschatft

a N *B = g (O'/?B) - vol. (7)

Wir werden jetzt zwei Spezialfalle des Dachproduktes vektorwertiger Differentialformen
verwenden und deren Eigenschaften diskutieren.

LEMMA 2.1A. Es seig eine Liealgebra mit Lieklammer
[]:axg—g,

M eine Mannigfaltigkeit undv und 5 zweig-wertige Formen von den Gradenbzw.q.
Wir definieren digg-wertige Form

o, Bl = AL B e QPF9 (M, g).
Sie erfilllt die Vertauschungsregel, 3] = (—1)"*' [3, ] .

BeweisWir zerlegen die beiden Formen in= o'T; und 3 = $'T; bezuglich einer
BasisT; von g in Formena’ € QP (M) und 3" € QF (M). Unter Verwendung der Vertau-
schungsregel’ A 37 = (—1)" 3" A o flr reellwertige Formen und der Antisymmetrie
der Lieklammer ergibt sich aus der Definition

[0, 8] = o' AF L, T5) = ()P B' Ao - (1) [T, T = (—=1)""" [B,a].
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Wir demonstrieren kurz das Einsetzen von Tangentialvektoren in eine solche Form an
einem Beispiel mitv € Q! (M, g), einem Punktr € M und zwei Tangentialvektoren
v,w € T, M. Die Definition des Dachproduktes und die Antisymmetrie der Lieklammer
ergeben|o, a]|, (v,w) = 2[a, (v), a, (w)]. Damit kommen wir zum zweiten Beispiel
von vektorwertigen Formen.

LEMMA 2.1B. Seix eine symmetrische Bilinearform auf der LiealgelgraM ei-
ne Mannigfaltigkeit undv und 3 zweig-wertige Formen von den Gradenbzw.q. Wir
schreiben

k(a,B8) :=an, B e (M,g).

Diese Form hat die folgenden Eigenschaften:
(i) Esqilt die Vertauschungsregel

k(o 0) = (=1)" K (B,a).

(i) FOr den Hodgeschen Sternoperator gilt
K (xa, B) = (=1)" Pk (0, %)
(i) Sie erfullt eine graduierte Leibnitzregel
dk (o, B) = K (da, B) + (—1)" k (o, dB) .

(iv) Ist k zusatzlich invariant, das heiterfullt

k([A, B],C) = k(A [B,C])

fur alle A, BundC in g, und isty eine dritteg-wertige Form, so gilt
k(o [0,7]) = & ([, B],7) -

BeweisWir zerlegen die Formen und bezlglich einer Basi§I’; },., vong in Kom-
ponentem’ € QF (M) und 3 € Q7 (M). Eigenschaf(i) kann analog zu Lemn{a 2alL
gezeigt werden, nur das statt der antisymmetrischen Lieklammer hier eine symmetrische
Bilinearform verwendet wird. Zur Eigenschdfi) benutzen wir(i) fur die (n — p)-Form
+o und dieg-Form 8 und haben: (xa, 8) = (—1)" 7 x (3, x). Weiter ist nach Defini-
tion x (5, %) = B Ay (xa) = g, (5, ) vol. Dag und x, und damit aucly, symmetrisch
sind, g, (8, ) = g, (a, 5), haben wirk (3, *xa) = & (a, x3). Daraus folgt die Behaup-
tung. Eigenschatftiii) ist die tbliche Leibnitzregel @' A 3°) = da® A B¢ + (—1)P oA
dgt fur das Dachprodukt, und urfiv) zu zeigen, schreiben wir von beiden Seiten die
Zerlegung hin, namlich

k(a,[8,9]) = a Ao (B AL y) =o' A (A -6 (T, [T, T)))
und ‘ '
K ([(X?ﬁ] 77) = (Ck /\[~,~] 5) Ny = (az A BJ) A fYk ’ R([T'uT’]] 7Tk) )

die Invarianz vonx und die Assoziativitat des Dachproduktes von Formen zeigen die
Gleichheit. O
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2.1.2 Maurer-Cartan-FormenNach den recht allgemeinen Aussagen uUber Diffe-
rentialformen auf Mannigfaltigkeiten werden wir nun den fur das Wess-Zumino-Wit-
ten-Modell interessanten Fall besprechen, in dem die Mannigfaltigkeit eine Liegruppe
M = G ist. Liegruppen sind Mannigfaltigkeiten mit einer zusatzlichen Gruppenstruk-
tur, fur die die Gruppenmultiplikatiop : G x G — G und die Inversenabbildung
Inv : G — G : g — ¢! differenzierbare Abbildungen sind. Wir identifizieren den
Tangentialraum am Einselement mit der Liealgebras 71G.

Wir nennen einé-Differentialformw € Q (@) invariant unter einem Diffeomorphis-
musy : G — G, wenny*w = w gilt. Insbesondere nennen wir eine Form links- bzw.
rechtsinvariant, wenn sie unter der Linksmultiplikatior= [, bzw. der Rechtsmultiplika-
tion ¢ = r, mit allen Elementery € G invariant ist. Die in Lemmf 2 g (iv) auftretende
ebenfalls invariant genannte Bilinearfommentspricht dem SpezialfallF = g undp =
Ad,, wobei Ad, : g — g die adjungierte Wirkung der Liegrupgeauf ihrer Lielalgebra
g ist, wir werden daher im folgenden die Bezeichnung Ad-Invarianz verwenden.

Wir definieren nun zweg-wertige Differentialformen aut-, die von der Gruppen-
struktur Gebrauch machen. Die Maurer-Cartan-Férra Q! (G, g) ist punktweise an
einem Punky € G gegeben durch

0, = (dlg|1)71 : T,G — g.

Als Differential des Diffeomorphismus ist ¢, linear und bijektiv, und damit ein Vektor-
raumisomorphismus zwischen dem Tangentialraum an jedem Punkt und der Liealgebra.
Die Maurer-Cartan-Form ist linksinvariant, und wird daher besser linksinvariante Mau-
rer-Cartan-Form genannt. Sie erfillt die Cartansche Strukturgleichung [z.B. [Nal], Eg.
4.10.3)

1
do + 3 16,6] = 0. (8)
Analog haben wir die rechtsinvariante Maurer-Cartan-Férnaefiniert durchd, :=
(drg|1)_1'

Wir leiten nun zwei Beziehungen zwischen den beiden Maurer-Cartan-Formen her.
Zunéchst betrachten wir die Inversenabbildling der Gruppe und berechnen punktwei-
se die mitlnv zurtickgezogene rechtsinvariante Maurer-Cartan-Form:

(Inv*6) |g = Oty (g) © dInv , = d(rgolnv)|,
= d(Iwv ol")[ = dInv|, o6,

Die Abbildung dinv |, : g — g ist nicht anderes als der Vorzeichenwechsel in der
Liealgebra. Damit gelten

0=—Inv*d und 6= —Inv*d, (9)

die Inversenabbildung wechselt also bis auf ein Vorzeichen rechts- und linksinvariante
Maurer-Cartan-Form aus. Wenden wir diese Regel auf die Cartansche Strukturgleichung
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an, so erhalten wir .
_ —
do 2 67 6] 07

die rechtsinvariante Maurer-Cartan-Form erfillt damit eine Strukturgleichung mit ande-
rem Vorzeichen.

Wir betrachten nun eine differenzierbare Abbildufig: M — G von Mannig-
faltigkeiten und berechnen an einem PupkE M die mit f nach M zuriickgezogene
rechtsinvariante Maurer-Cartan-Form:

T — -1 *
f engf(p)odﬂp: (drf(p)|1> odf], = dcf(p)‘lo 1o

p ’

dabei istc, : G — G : a — hah™! die Konjugationsabbildung der Gruppe. Deren
bei Eins ausgewertetes Differential ist gerade die adjungierte Darstellung=Adcy,|, :
g — gvonG auf ihrer Liealgebra, also kbnnen wir auch

0], = Adgg) o [0, (10)

schreiben. Im Spezialfall/ = GG und f = id ¢ ergibt sich eine neue Regel. Dabei sehen
wir Ad nun als Schnitt im trivialerg-Endomorphismenbindé&F x End g, der einem
Gruppenelemeny € G gerade den Endomorphismus Aziordnet. Das Faserprodukt
mit dem Formenbuindel ergibt das triviale Bundel

Endg x (A*T*G ® g)

|

G.

Einen Schnit{{y, w) identifizieren wir punktweise mit der Form(w) € Q (G, g) durch

¥ (W>|g = Pg © Wy

Damit wird (10) zu
0 =Ad(0). (11)

Damit schlief3en wir die rein mathematische Diskussion ab und versuchen im ndchsten
Abschnitt, den kinetischen Term des Wess-Zumino-Witten-Modells mithilfe der gesam-
melten Informationen zu definieren.

2.1.3 Die Wirkung des kinetischen Termalie angekindigt werden wir nur geschlos-
sene und orientierbare Weltflachen behandeln, und daher eine zweidimensionale, kom-
pakte, orientierbare Mannigfaltigkeit ohnne Rand betrachten, auf der eine Metriknd
eine Orientierung fixiert sei. Da von allen kompakten zweidimensionalen Mannigfaltig-
keiten nur der Torus eine Metrik mit Lorentz-Signatur erlalbt [FliSch], wir uns aber nicht
darauf einschréanken wollen, nehmen wir also eine Riemannsche Metrik an. Wir werden
spater sehen, dass das Wess-Zumino-Witten-Modell als klassische Feldtheorie konform
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invariant ist, also nur von der konformen Aquivalenzklasse k@bhangt. Weiter sei’

eine kompakte, einfache, zusammenhangende, einfach zusammenhangende Liegruppe.
Die Wirkung S, ist ein Funktional auf dem RauMap (X, G) der stetigen Abbildun-

geng¢ : ¥ — G hat die Gestalt eines Integrals tUber eine Lagrangedi¢ghte € O (3),

namlich

Senld] = ¥ / clg). (12)

2
k ist eine zu diesem Zeitpunkt nicht naher bestimmte Konstante. Wir motivieren die La-
grangedichte durch ihren physikalischen Bezug. Sie soll Geschwindigkeiten enthalten,
also Ableitungen vor. Da ¢ gruppenwertig ist, nehmen die Ableitungen Werte in der
Liealgebrag von G an und werden durch die Einsforgtd € Q! (X, g) gestellt. Fur
Matrixliegruppen schreibt man aucefid = ¢'dg. Da die Geschwindigkeit im kineti-
schen Term quadratisch eingehen soll, missen wir also ein definites, inneres Produkt auf
Q0! (%, g) verwenden. Dazu wahlen wir eine definite, Ad-invariante, symmetrische Bili-
nearform(-,-) : g x g — R, und bekommen das durch sie und die Metrikestimmte,
definite innere Prodult,. ., aufQ' (X, g). Dann sollte der kinetische Term den Ausdruck

(670,¢70) : ¥ — R

enthalten. Die Wahl von-, -) entspricht der Wahl einer Metrik ad. Da wir eine ein-
fache, also auch halbeinfache Gruppe vorausgesetzt haben, existiert mit der Killingform
(-,-) := tr immer eine solche Wahl.

Die Lagrangedichte soll eine Volumenform sein, wir fligen deshalb noch die durch die
Metrik ~ und die Orientierung voix gegebene Standardvolumenforol hinzu. Damit
nimmt der kinetische Term aber gerade die Gestalt der rechten Sdife in (7) an, und wir
definieren die Lagrangedichte entsprechend als

L[9] = (6°0,%6"0). (13)

Wir schreibenZ [¢] kurz in lokalen Koordinaten an. Dazu séit : U — R? eine
Karte von, beziglich der sich die Form*f zerlegen lasst ip*0 = (gb*@)udx” mit

Funktioneny~'0,¢ := (¢*0), : © — g. Damit ergibt sich
k
Skin [¢] = E/hlw (971040, ¢~ '0,0) da' Ada?,

in Ubereinstimmung z.B. mil]JG&1] oddr Wi].

2.1.4 Variation und LieableitungAls nachstes wollen wir durch eine Variation der
Wirkung Suin [¢] die Bewegungsgleichungen eines freien Strings auf der Liegrappe
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herleiten. Dazu diskutieren wir zunachst kurz, wie wir infinitesimale Variationen der Ab-
bildung¢ : ¥ — G vornehmen. In dem folgenden, kommutativen Diagramm von Vek-

torbiindeln
o1

TITG TG
IS
pE) ———G

ist das mit der Inklusion : ¢ (X) — G zurickgezogene Bindel das Faserprodukt
LTITG = ¢ (%) xg TG, explizit also

TG = {(g,v) € 9(X) x TG | v € T,G},

die Abbildungeno; sind dabei so definiert, dass sie aus einem Tupel:gen Eintrag
weglassen. Dieses Bundel beinhaltet zu jedem Punkt im Bild/vdie moéglichen Rich-
tungen, in diep variiert werden kann.

Gegeben sei nun ein differenzierbarer Schiitin diesem Blindel, wir fixieren also
auf eine glatte Weise zu jedem Punkt im Bild vorine dieser Richtungen. Den Schnitt
nennen wir Variationsvektorfeld zur Abbildung Es sei® der zum Variationsvektorfeld
d¢ gehorende lokale Fluss, das heil3t eine Abbildéng(—¢,¢) x g (¥) — G, so dass
® (0,-) die Identitat aufG ist, und deren durch teilweises Einsetzen definierte Kurven
¢, : (—e,6) — G : t — @ (t,¢) an jedem Punky im Bild von ¢ Integralkurven
des Variationsvektorfeldes) durch g sind. Dieser Fluss parametrisiert Giber den ersten
Parameter die Starke der Variation in der dusghfestgelegten Richtung. Wir kénnen
auch eine weitere Abbildung; : g (X) — G : g — ® (¢, g) definieren, die jedem
Punkt im Bild von¢ den variierten Punkt zuordnet. Das definiert die Variatipn.=
D00 : X — G mit gy = ¢.

Der Variationsoperato¥ wird definiert auf vonp abhéngigen AusdriickefR [¢], die
im Allgemeinen in irgendeiner Mannigfaltigkeit’” leben dirfen. Die Zuordnung—

F [¢,] ist eine Kurve ini¥” durch den PunkE’ [¢] = F' [¢o] und wir definieren

5F(g) = O

= — F TrigW
dt|,_, [P¢] € Ty

als den Tangentialvektor in diesem Punkt.

In den hier auftretenden Anwendungen wifdimmer ein Vektorraum sein, fir den
man die TangentialrAume kanonisch mitidentifizieren kann, so dass alsf' [¢] wieder
ein Element vori¥ ist. Fur den Fall des reellen Vektorraumiés= QF (3) kénnen wir
folgendes, nitzliche Lemma angeben.

LEMMA 2.1C. Sei¢ : ¥ — G eine stetige Abbildung¢ ein Variationsvektorfeld
mit Fluss® unda € Q (G) eine Differentialform auts. Dann ist

0 (¢"a) = ¢" (Liesp0) ,
wobeilLie y die Lie-Ableitung bezuglich des Vektorfeldedezeichnet.
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BeweisWir setzen die Definition des Variationsoperators ein und rechnen

d| . d C(d]
pm P = pm (Pro9) =0 (dt tZOCIDta).

In der Klammer steht aber genau die Definition der Lie-Ableitluigs;,«. Sowohlg* o
als auchy (¢*a) sind Elemente vof* () . O

t=0 t=0

2.1.5 Bewegungsgleichungen des freien String: haben nundenvoa : ¥ — G
abhangigen Ausdrucky, [¢] : ¥ — R zu variieren. Es sei als& ein Variationsvek-
torfeld und¢; die Variation der Abbildungs. Den Variationsoperata¥ ziehen wir unter
das Integral,

dSkin (@] = g/zéﬁ 9] -

Per Definition ist L [¢] = %’t:oﬁ [¢:]. Wir nutzen die Bilinearitét von-, -), um bezug-
lich % eine Leibnitzregel anwenden zu dirfen. Desweiteren vertausched%, und es
bleibt
0L [p] = (6 (¢70) ,x¢"0) + (970, %0 (¢70)) .
GemaR der Punkté) und (i) des Lemma$ 28 sind die beiden Summanden genau
gleich,
OL[P] =2(6(¢°0) ,x¢"0) . (14)

Wir mussen also lediglich die Variation der nathzurtickgezogenen Maurer-Cartan-
Form berechnen. Unter Verwendung von Lenimacfufhd der Cartanschen Homotopie-
formel

Lie xa = d(X |a) + X | (da) , (15)
wobei wir mit | das innere Produkt von Vektorfeldern mit Differentialformen bezeichnen,
haben wir unmittelbar

0 (¢°0) = ¢" (Lie 550) = ¢" (d(¢]0) + 6¢db).

Im ersten Summanden vertauschen d ghdm zweiten verwenden wir die Strukturglei-
chung @3) und erhaltes* (6¢|dd) = —1¢* (6] [0, 6]). Bei der Berechnung des inneren
Produktes wird ein Faktdr produziert, namlickh¢ | [0, 6] = 2 [0¢]0, 6], insgesamt ergibt
sich also

0 (¢*0) = do™ (696) — [¢" (60]0) , 0] .
Diesen Ausdruck setzen wir ip ([14) ein, die Variation der Lagrangedichte zerfallt also in
zwei Summanden,

0L [¢] = 2(do” (6¢]0) ,x¢"0) — 2([¢" (00]0) ,¢"0] , x¢"0) .

Wir zeigen nun, dass der zweite Summand verschwindet. Dazu ziehen wir den Hodge-
Operator gemaf Lemnpa &|Lii) unter einem Vorzeichenwechsel auf die andere Seite,
dort ist

*[97(0¢]0), ¢"0] = [¢" (3¢]0) , x¢"6]
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Nach Punk{(i) desselben Lemmas vertauschen wir ohne Vorzeichenwechsel die Argu-
mente vor{-, -}, nutzen die Invarianz und vertauschen letztendlich gemaB Lgmnaq 2.1
die Argumente vorj-, -| ohne Vorzeichenwechsel. Diese Umformungen tberfuhren den
zweiten Summanden unter insgesamt einem Vorzeichenwechsel in sich selbst, er ver-
schwindet also.

Im ersten Summanden verwenden wir die Leibnitzréti¢laus Lemma Z.8], nam-
lich

(do™ (6]0) ,%¢"0) = d(¢" (0¢]0) ,x¢*0) — (¢" (6¢]0) ,dx ¢70) ,

das entspricht einer partiellen Integration unter dem Weltflachenintegral. Da wir eine
Weltflache ohne Rand)X = (), vorausgesetzt hatten, verschwindet der Randterm un-
ter dem Integral nach dem Stokesschen Satz,

/2 d (6" (5016) . %0"6) = /a 67 (3916) %00) =0

Damit ist die Variation der Wirkung berechnet zu

3161 = =k [ (67 (5016) .4 6°0). (16)
Da wir eine definite und damit nichtausgeartete Bilinearfdgrm) gewahlt haben, und
do|0 beliebige Werte ing annimmt, erfordert das Prinzip der minimalen Wirkung
dSkin [¢] = 0 unbedingt das Verschwinden des zweiten Arguments, also die Bewegungs-
gleichung

dx¢*0 = 0.

Betrachten wir diese Gleichung wieder auf der Karte: U — R?, so dass wir
auf U die Zerlegungy*0 = ¢~'d,¢ dz* haben. Die Hodge-duale Form isp*0 = ¢,
¢~10"¢ dz¥ und ihre aufl3ere Ableitung iskd 0 = ¢, d(¢~'9"¢) Adz”. Die Einsform
d(¢~t0"¢) zerlegen wir weiter in Komponenterid 0+ ¢) = 9, (¢'0"¢) dz?¢ und mit
dzeAde” = £ de' Adz? unde,, e = 62 nimmt die Bewegungsgleichung die Gestalt

I (p7'0"¢) =0
an.

2.2 Der Wess-Zumino-Term.Wir haben den Wess-Zumino-Term in der Einleitung
als einen Kopplungsterm eines String an ein Hintergrundfeld mit Feldstagiagefihrt.
Edward Witten war in seiner grundlegenden Arbleitl[Wi] von anderen Griinden motiviert
worden. Sein Ausgangspunkt war die Bosonisierung einer Theorie eines fermionischen
Feldesy mit einer (eventuell nicht abelschen) Symmetriegruppe. Er fihrte bosonische,
gruppenwertige Feldes = exp (i) ein, und suchte eine Wirkung figr, die die erhalte-
nen GroRRen der fermionischen Theorie reproduziert. Allein der kinetische Term erbrachte
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dieses Resultat nicht, woraufhin er den Wess-Zumino-Term hinzuftigte und die gewtinsch-
ten erhaltenen Grof3en fand.

Es gibt auch noch weitere Griinde dafir, andere Terme zu der String-Wirkung hin-
zuzunehmen. Quantisiert man namlich eine Theorie, die nur durch den kinetischen Term
beschrieben wird, so verliert sie die konforme Invarianz (die wir noch zeigen missen), es
tritt also eine Anomalie auf. Eine Theorie aus kinetischem und Wess-Zumino-Term behalt
ihre konforme Invarianz; wir werden aber nicht weiter darauf eingehen.

Wir werden den Wess-Zumino-Term als Integral der Hintergrundfeldst&rkdoer
eine dreidimensionale Mannigfaltigkeft definieren, deren Rand die Weltflachkeist.

Wir mussen auRerdem die Abbildurg: > — G zu einer Abbildungy auf ganzB
fortsetzen. Zunachst haben wir also zu priifen, ob Uberhaupt solche Mannigfaltigkeiten
und Abbildungeny : B — G existieren. Wir werden sehen, dass hier die oben schon
geforderten Eigenschaften der Liegruppe, namlich dass sie kompakt, einfach, zusammen-
héangend und einfach zusammenhé&ngend ist, eingehen.

Sodann mussen wir untersuchen, wie sich verschiedene WahleB vad ¢ auf die
Bewegungsgleichungen und die erhaltenen Grél3en auswirken. Ihre Unabhangigkeit von
diesen Wahlen stellt Bedingungen an die Dreifddmnamlich dass sie eine integrale Ko-
homologieklasse in der de Rham-Kohomologie vbdefiniert. Das werden wir zun&chst
motivieren und dann ein paar grundlegende Dinge zu integralen Kohomologieklassen sa-
gen. Schlief3lich werden wir eine Reihe von Dreiformen@uonstruieren, die integrale
Kohomologieklassen definieren, und die Variation des Wess-Zumino-Terms berechnen.

2.2.1 Definition des Wess-Zumino-TernWir bendtigen eine orientierbare, dreidi-
mensionale Mannigfaltigkei?, deren Rand die Weltflache istB = X. lhre Existenz
ist gesichert, wenn man einige Satze bericksichtigt. Ein Satz von Thom besagt, dass eine
geschlossene, zusammenhangende Mannigfaltigkgiénau dann Rand einer Mannig-
faltigkeit B ist, wenn ihre Fundamentalklasse kein Produkt von Stiefel-Whitney-Klassen
von X ist ([Brdg], VI. Thm. 17.9). Das trifft insbesondere zu, wenreweidimensional,
geschlossen und orientierbar ist, aber zum Beispiel auch fir die Kleinsche Flasche ([Bre],
VI. Cor. 10.6f). Diese dreidimensionale Mannigfaltigké&itist orientierbar, wenix ori-
entierbar ist, was wir in diesem Abschnitt vorausgesetzt hatten.

Wir wahlen eine solche dreidimensionale Mannigfaltigkeit und statten sie mit der Ori-
entierung aus, die auf dem Rand eine zu der OrientierungMéquivalente Orientierung
induziert. Wir bezeichnen mit: ¥ — B die Inklusion des Randes = 0B in B. Als
nachstes wollen wir eine Abbildung : ¥ — G stetig zu einer Abbildung auf B
fortsetzen, das heil3t wir suchen gin B — (, so dass das Diagramm

V T~
¢
Y= pB

kommutiert, alsap = go L bzw. $|Z = ¢. Die allgemeine Diskussion dieses sogenannten
Fortsetzungsproblems ist sehr umfangreich, und wird zum Beispiel im Kapitel VI1.13 in
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[Bre] gefuhrt. Die Mdglichkeit einer Fortsetzung wird im wesentlichen durch die Topo-
logie vonG entschieden. Dabei geht ein wichtiger Satz von Cartan ein, den wir hier nur
zitieren werden.

SATZ 2.2A (E. Cartan, z.B. Proposition 5.4.5 [n [BryBeiG eine kompakte, einfache
und einfach zusammenhangende Liegruppe, so dass ihre Liealgebra einfach ist. Dann ist
(G auch zweifach zusammenhangend,

i) (G) = 0,

und ihre dritte Homologiegruppé/; (G) ist kanonisch isomorph zu den ganzen Zahlen
7.

Ein Teil der angekiindigten Voraussetzungen an die Liegrdpgeht also in diesen
Satz ein. Wir werden vor allem Gebrauch vom Verschwinden der zweiten Fundamental-
gruppe machen, zusammen mit den Eigenschaften zusammenhéangeryd = 0, und
einfach zusammenhéangend,(G) = 0, haben wir also eine sogenannte zwei-zusammen-
hangende Liegruppe. Eine Abbildung auf dem Rand einer dreidimensionalen Mannigfal-
tigkeit in einen zweizusammenhangenden Rd@ukann zu einer Abbildung auf die ganze
Mannigfaltigkeit fortgesetzt werden. Diese Aussage kann man zum Beispie[@us ([Bre],
VII. Cor. 13.13) folgern. B

Wir wahlen also eine solche Fortsetzung B — G aus und definieren den Wess-
Zumino-Term als

Swzld, B = k /B OH. 17)

Dabei istk dieselbe Konstante wie im kinetischen Term, udE 2* (G) eine geschlos-
sene Dreiform, namlich die Feldstarke des Hintergrundfeldes, an das der¢skapgeln
soll. Diese Definition hangt von den Wahlen wonind B ab, wir werden aber sehen, dass
diese sich unter geeigneten VoraussetzungeH and k nicht auf die klassischen Bewe-
gungsgleichungen oder auf die Amplituden im Pfadintegral auswirken.

Wir vergleichen zwei Wahlep, : B, — G und¢, : B, — G und berechnen die
Differenz der Wess-Zumino-Terme

d:= Swz[ggbBﬂ - Swz[;gz?Bﬂ =k ( &ETH +/ ‘ng) :
B Ba

Wir bilden die verbundene Summey := B;#DB,, dabei werdenB; und B, mit ent-
gegengesetzten Orientierungen entlang ihres gemeinsamen Rande8B; = 0B,
zusammengeklebt. Es entsteht die dreidimensionale Mannigfaltifkeithne Rand, die
wir folgenden Bild (in einer um eins kleineren Dimension) zeigen. Diese Konstruktion ist
analog zu der in der Einleitung skizzierten Vorgehensweise bei Punktteilchen.

B
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Auf B, definieren wir eine Abbildung., : B, — G durchg|p, = ¢; furi = 1,2.
Das ergibt nach der Voraussetzupds = ¢»|s. eine stetige Abbildung. Damit ist

d=Fk [ ¢,H. (18)

By

Aus Sicht des klassischen Variationsprinzips missen wir also verlangen, dads sich
unter infinitesimalen Variationen nicht &ndert, aus Sicht der Quantenmechanik verlangen
wir dassd Werte in27Z annimmt, so dass der Beitrag der Differenz zur Amplitude im
Pfadintegral verschwindet,

expi (SWZ[glyBl] - Swz[(;%Bﬂ) = exp (id) = 1.

Integrale einer geschlossenen Differentialform Uber geschlossene Mannigfaltigkeiten
werden auch die Perioden der Differentialform genannt. Wir missen also verlangen, dass
die Perioden voi¢y, H in 277 liegen. Formen mit solchen Perioden reprasentieren genau
integrale Kohomologieklassen, die wir im nachsten Abschnitt diskutieren.

2.2.2 Homologie und integrale Kohomologieklassen von Differentialfornhetegra-
le Kohomologieklassen von Differentialformen sind ein Produkt des Zusammenwirkens
mehrerer Homologietheorien auf einer Mannigfaltigkefit namlich der singuléren Ho-
mologie, und der de Rham-Kohomologie. Beide sind bestimmte Funktoren von der Kate-
gorie der Mannigfaltigkeiten in die der abelschen Gruppen. Die de Rham-Kohomologie-
gruppenH, (M) sind die Kohomologiegruppen des de Rham-Komplex®)M/) von
Differentialformen, dessen Differential die &uf3ere Ableitung ist. Die singulare Homolo-
gie von M wird durch in die Mannigfaltigkeit eingebetteteSimplizes und damit allein
durch topologische Eigenschaften véh bestimmt. Solche Simplizes erzeugen frei die
singularen Kettenmoduly, (M), die wiederum mit dem Randoperator der Simplizes
den singularen Kettenkomplex bilden. Die Homologiegruppen dieses Komplexes sind die
singularen Homologiegruppefi, (M). Fur unsere Zwecke ist es ausreichend, sich eine
Klasse inHy (M) als Repréasentanten einkerdimensionalen, geschlossenen Unterman-
nigfaltigkeit vorzustellen.

Die zu den singulédren Kettenmoduln bezlglich einer abelschen Grdpgealen,
singularen Kokettenmodula* (M, A) := Hom(A,, (M), A) bilden den singularen Ko-
kettenkomplex, dessen Kohomologiegruppen it A/, A) bezeichnet werden. Die Ab-
hangigkeit zwischen singularen Homologie- und Kohomologiegruppen wird durch das
Universelle-Koeffizienten-Theorem (z.B._JBdTu], Thm. 15.14)

H* (M, A) = Hom(H, (M), A) @ Ext(H,_, (M), A) (19)

angegeben. In der kategoriellen Sprachéfist -, -) ein Bifunktor, der in der ersten Kom-
ponente kontra- und in der zweiten kovariant ist. Beide Eigenschaften nutzen wir aus,
und betrachten dazu erstens zwei Mannigfaltigkeitémnd IV, eine Koeffizientengrup-

pe A und eine stetige Abbildung : M — N. Die Kontravarianz vorf{* (-, A) auBert
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sich darin, dass der induzierte Gruppenhomomorphisfhusi* (N, A) — H* (M, A)

im Vergleich zuf in die andere Richtung lauft. Zweitens betrachten wir nun eine feste
Mannigfaltigkeit A/ und zwei KoeffizientengruppeA und B mit einem Gruppenhomo-
morphismusy : A — B. Die Kovarianz vonH* (M, -) ergibt einen induzierten Grup-
penhomomorphismug* : H* (M, A) — H* (M, B), der in dieselbe Richtung lauft

wie . Beispielsweise werden wir noch haufiger die (aus Konvention etwas seltsame)
Inklusion ganzer Zahlen in die reellen ZahlenZ — R : z —— 27z als Homomor-
phismus abelscher Gruppen betrachten, und den induzierten Gruppenhomomorphismus
¥ H (M, Z) — H* (M, R) verwenden.

Das Integral einer Differentialform € Q* (M) tber eine geschlossene Untermannig-
faltigkeit U in M, repréasentiert durch eine Homologieklagsk definiert eine Paarung

HE (M) x Hy (M) — R« ([u], [o]) — /u}, (20)

wobei der Wert des Integrals gemaf des Stokesschen Satzes unabhangig von der Wahl der
Vertreterw, o ist. Diese Paarung definiert einen Gruppenhomomorphismus

dR: HY (M) — Hom(H, (M),R) = H* (M,R),

wobei die Gleichheit daraus folgt, dass die Ext-Grupperi-ER) verschwinden. Der Satz
von de Rham (z.B. Theorem 9.1 [n]Bre]) besagt nun, dass die Pagryng (20) nicht-entar-
tet ist, oder aquivalent, dass dR ein Isomorphismus ist. Dieser wichtige Isomorphismus
verbindet also topologische und die differentialtopologische Informationen der Mannig-
faltigkeit M.

Integrale Kohomologieklassen sind nun per Definition solche KlassAjHi) ), die
im Bild der Abbildung

1z =dR Yot HY (M, Z) — Hln (M) (21)
liegen. Betrachten wir wieder eine Abbildurig M — N von Mannigfaltigkeiten, die
induzierte Abbildungf* : H* (N,Z) — H* (M, Z) von singularen Kohomologiegrup-

pen und das Ubliche Zuriickziehen von Klassen von Differentialforifiien] = [f*w]
durch f. Dann kommutiert das Diagramm

HY(N,Z) -1~ 1%\, 7)

f Lk

HgR(N) - HZlCR(M)

Definiert also eine geschlossene Farneine integrale Kohomologieklasse ki (IV),
so definiert auctf*w eine integrale Kohomologieklas§g'w] € Hi (M).
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Wir spezialisieren uns nun wieder auf Liegruppkh = G, die die Voraussetzun-
gen von Satf Z A erflllen. Unser Interesse liegt auf Dreiformen, die eine integrale Ko-
homologieklasse i3, (G) definieren. Da gemafR Sdtz Al2nit m, (G) auch H, (G)
verschwindet, bleibt im Universellen-Koeffizienten-Theoren] (19) ledighth G, Z) =
Hom(H; (G) , Z). Wenn wir die Paarung) (20) im ersten Argument auf(.7) einschréan-
ken, bleibt eine Paarung

im (1z) x H3 (G) — 27Z,

wobei hier der Fakto2r auftritt, den wir in die Definition von : Z — R eingebaut hat-
ten. Fur eine geschlossehd-ormw, die eine integrale Kohomologieklassg € im (iz)
definiert, bedeutet das, dass ihr Integral Gber eine beliebige, geschlésgenensionale
Untermannigfaltigkeit/ nur Werte in27Z annimmt.

2.2.3 Die kanonische DreiformAuf jeder kompakten, einfachen, und einfach zusam-
menh&ngenden Liegruppe kann eine Reihe geschlossener Dreiformen, die eine integrale
Kohomologieklasse definieren, explizit konstruiert werden. Dazu verwenden wir, dass
gemal Saf[]r solche Liegruppen die Gruppét; (G) undZ kanonisch isomorph
sind. Wir fixieren den Generatar= 1 von H; (G). Gemal einer detaillierten Diskussi-
on in [PrSé] gibt es eine eindeutige, rechts- und linksinvariante (sogenannte biinvariante)
Dreiformv, € Q3 (G), so dasg[V v, = 2w ist. Diese Form heif3t die kanonische Dreiform
von G. Ein weiterer Satz von Cartan (auch in Proposition 5.4.5 in][Bry]) besagt, dass die
kanonische Dreiformy, unter den Voraussetzungen von Jaiza2den Vektorraum der
biinvarianten Dreiformen auf erzeugt.

Nachdem jede geschlossene, dreidimensionale Untermannigfaltigken G durch
eine Homologieklasse iffl5 (G) reprasentiert wird, und diese ein ganzzahliges Vielfaches
des Erzeugers sein muss, nehmen Integrale der kanonische Dreiform Uber solche Un-
termannigfaltigkeiten gemal unserer Diskussion im letzten Abschnitt WeteZiran.
Aulerdem wissen wir, dass biinvariante Formen stets geschlossen sind. Damit reprasen-
tiert v, eine integrale Kohomologieklasse. Alle anderen biinvarianten Dreiformen, die ei-
ne integrale Kohomologieklasse repréasentieren, missen ganzzahlige Vielfachev;
der kanonischen Dreiform sein.

Wir wollen nunv, explizit angeben und verwenden dabei die im kinetischen Term
auftretende definite, symmetrische, Ad-invariante Bilinearfotm) : g x g — R. Durch

n(X,Y,Z):=(X,[Y, Z]) (22)

fur X, Y undZ in g wird eine Trilinearform definiert, die aufgrund der Invarianz an)
alternierend ist. Wir definieren weiter diewertige Dreiform

H = én (6,6,0), (23)

sie ist per Definition linksinvariant. Wir benutzen die Ad-Invarianz ven) punkt-
weise flir den Liealgebren-Automorphismys = Ad, und erhalten(d,[¢,6]) =
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(Ad (0),[Ad (0) ,Ad (0)]), also geméBl)y (0,0,0) = n(0.0,0), H ist also auch
rechts-, damit biinvariant und folglich geschlosseH, € 0.

Die in (23) definierte Forn{ stimmt mit der kanonischen Dreiform Uberein, wenn
man eine zusatzliche Normierungsbedingund-an stellt. Dazu haben wir den folgen-
den

Satz 2.28[PRSH]. Sei (-, ) eine symmetrische, Ad-invariante Bilinearform auf
die so normiert ist, dass die Kowurzelzu jeder langen Wurzel die quadrierte Lange
(a,a) = 47 hat. Dann ist die in[(23) definierte Form H die kanonische Dreiform auf G.

Wir fixieren nun die Normierung vof, -) gemaf der Forderung dieses Satzes, und
haben damit die kanonische Dreifodih= v, und flirk € Z eine Reihe weiterer Formen
kH = v, definiert, die integrale Kohomologieklassen repréasentieren.

Unsere Forderung, dass die Differeizn (18§) Werte in27Z annimmt, und so die
Wohldefiniertheit der durch den Wess-Zumino-Term gegebenen Amplitude zu gewéhr-
leistet, werden wir nun dadurch erfillen, dass wir uns bei der Feldstarke des Hintergrund-
feldes auf die kanonische Dreiforf, und bei der Kopplungskonstanteauf ganze Zah-
len festlegen, so dasd7 eine integrale Kohomologieklasse definiert. In diesem Zusam-
menhang nennen wir € Z auch den Level der Theorie.

Diese Einschrankung kénnen wir analog zu der in der Elektrodynamik auftretenden
Forderung sehen, dass fir eine Feldstédrke Q% (M) die ZweiformeF eine integra-
le Kohomologieklasse definiert. Die Quantisierung der Kopplungskonstaistedabei
analog zu der Diracschen Quantisierungsbedingung an die elektrische Ladung

Wir haben also Uber die Metrik-,-) auf G eine DreiformH konstruiert. Nachdem
wir eine bestimmte Normierung von-, -) gewahlt haben, und die Voraussetzungen an
die LiegruppeG bertcksichtigen, ist die kanonische Dreiform, die eine integrale Ko-
homologieklasse definiert. Wéahlen wir au3erdem noch den lieeel, so ist der Wess-
Zumino-Term

Swz [¢] = k / o*H mod 2rZ (24)
B
unabhangig von der Wahl va und der Fortsetzun@.

2.2.4 Variation des Wess-Zumino-Tern&ur Variation des Wess-Zumino-Terms ver-
folgen wir den gleichen Plan wie bei der Variation des kinetischen Terms. Wir missen
lediglich beachten, dass wir nun eine difiefinierte Abbildung) : B — G variieren.

Es sei aIsaSgb ein Variationsvektorfeld z@ B — @, das heil3t ein Schnitt im Blndel
,~'TG, wobei nun. : ¢ (B) — G ist. Dazu sefb sein lokaler Fluss und, = @, o ¢ die

Variation vongg berinch(Sgg. Nach Anwendung von LemIoIgt unmittelbar

55wz [¢] = k / ¢" Lie ;3 H.
B
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Im Integranden verwenden wir die Cartansche Homotopieforimel (15), undifiags
schlossen ist, und erhaltéfie ;;H = d(d¢ | H). Mit der Definition ) vonH wird das
innere Produkt ausgewertet zu

5$J H = 5$J én (07979) = %77(5@97 07‘9)

Die Definition [22) vor bringt dann zusammen mit der Strukturgleichung (8)

56 | H = —<5$J9,d9>.

Wir setzen jetzt alles ein und erhalten
35wz o] =k [ Gra66)) =~k [ di* (55)6.c8).
B B

Mit dem Stokesschen Satz bekommen wir ein Integral @i %, und gemér&ﬂz =0¢
und mit dem Vektorfeld¢ := §¢|s, erhalten wir die Variation

&%ﬂmz—@/wwwwxww> (25)

%

die erwartungsgemalf nicht mehr von den WahlenchjergZ abhangt.

2.3 Erhaltungsgréfzen im Wess-Zumino-Witten-Modell. Wir kombinieren nun
die in den beiden letzten Abschnitten untersuchten Wirkungen zu der des Wess-Zumi-
no-Witten-Modells

S [@] = Skin [¢] + Swz [¢] - (26)

Dabei haben wir in beiden Summanden dieselbe Konstanted dieselbe Bilinearform
(-,-) gewahlt, was sich als wesentlich fir die Gestalt der Bewegungsgleichungen erweisen
wird. Wir fixieren im folgenden eine Wahl vo® und 5 im Wess-Zumino-Term, und
berufen uns auf die im letzten Abschnitt erlauterte Unabhangigkeit von diesen Wahlen.
Wir werden die Wirkung[(Z26) zunéchst auf Symmetrien untersuchen, und dann die
Bewegungsgleichungen berechnen. Schliel3lich werden wir eine neue Interpretation der
gefundenen Gleichungen geben, die der Ausgangspunkt unserer Behandlung nichtorien-
tierbarer Weltflachen in Abschniit 4 sein wird.

2.3.1 Symmetrien der Wess-Zumino-Witten-WirkuNgben der schon erwahnten
konformen Symmetrie stellen wir eine diskrete Symmetrie fest, die Witten gefunden und
Paritatssymmetrie genannt HatJWi], sowie eine kontinuierliche Symmetrie, deren zugeho-
rigene erhaltene Gréf3e wir durch die Variation im anschlie3enden Abschnitt bekommen
werden.

Zur Uberpriifung der konformen Invarianz betrachten wir eine konforme Transforma-
tion aufy, das heif3t einen Diffeomorphismyis ¥~ — > mit

f*h — eQUh,
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wobeio € C* (X) ist. In der Wirkungs [¢] geht die Metrik nur im kinetischen Term ein,
und zwar im Hodgeschen SternoperatoFur eine Einsfornw € Q! (3) auf einer Karte

2t U — R2%ist '
(*w)j =/ |h| €ij hlk Wi

Unter der Transformatiom +—— ¢ h haben wir\/[h| — ¢*\/|h| sowie hi* =
(hip) " — (eQUhik)_l = e 2R Also bleibt xw invariant unter konformen Trans-
formationen, gleiches gilt auch fur die in der Lagrangedichte auftretende karaie
Lagrangedichte bleibt daher invariant unter konformen Transformationen. Zur konformen
Invarianz des Wess-Zumino-Terms konnen wir nur feststellen, dass er in keiner Weise von
der Metrik h der Weltflache abhéagt, aus welchem Grund er auch héaufig als topologischer
Term bezeichnet wird. Er ist also manifest invariant unter konformen Transformationen;
das Wess-Zumino-Witten-Modell hat damit konforme Symmetrie.

Wir untersuchen weiter die Auswirkung eines Orientierungswechsels auf der Weltfla-
cheX. Er bewirkt

/»—>—/, vol — —vol unddamit * — —x.
5 5

Mit der Bilinearitat von(-, -) ist Sin [¢] also invariant. Im Wess-Zumino-Term &ndert sich
die Orientierung der dreidimensionalen Mannigfaltigkejtso dass das Integral GibBr,

und damit der ganze Term, sein Vorzeichen wechselt. Der Orientierungswechsel auf
ist also keine Symmetrie des Wess-Zumino-Witten-Modells. Witten aber hat eine weitere
Transformation gefunden, deren Verkettung mit dem Orientierungswechsebkaginer
Symmetrie wird. Diese Transformation ist der Ubergang— ¢! = Inv o ¢. Wir
berechnen zunéachst nfif (9)

¢ 0 — (Inv 0 ¢)" 0 = ¢* Inv*0 = —¢*0.
Die Lagrangedichte des kinetischen Terms wird damit zu
L[Inv o ¢] = (¢*0,%¢*0) .

Das ist aber zusammen nit {11) und der Ad-Invarianz o) genau gleichC [¢], die
Lagrangedichte und damit der kinetische Term sind also invariant unter dieser Transfor-
mation. B

Fir den Wess-Zumino-Ter$yz[¢] = Swz[¢, B] missen wir fiir die Abbildungnv o
¢ neue Wahlen treffen, es bieten sich daBeund Inv o 5 an, die die erforderlichen
Bedingungen erfiullen. Dann missen wir

Swz[Inv o ¢, B] = k / ¢* (Inv *H)
B

berechnen. Wir verwenden die Definitign23)

1 1
H=n(0.6,6)= 1 (6.9.6).
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die zusammen mif[9) und der Trilinearitét vgisofort
1 1 o
Inv*H = " (Inv *0, Inv *0, Inv *0) = ! (—0, -0, —6’) =-H

ergibt. Der Wess-Zumino-Term wechselt also unter der Transformatiens ¢! sein
Vorzeichen.

Wahrend also der kinetische Term sowohl unter dem Orientierungswechse ladgif
auch unterp — Inv o ¢ invariant ist, ist der Wess-Zumino-Term nur invariant unter
beiden simultanen Transformationen, was Witten als Paritatssymmetrie bezeichnet hat.
Insbesondere hat die Wess-Zumino-Witten-Wirkyng (26) Paritatssymmetrie.

Wir wollen nun aus zwei Abbildunge,, ¢, : ¥ — G durch punktweise Multipli-
kation in der Gruppé&- eine neue Abbildung, ¢, : 3> — G konstruieren. Es bezeichne
i G x G — G die Gruppenmultiplikation undy; die Diagonalabbildung voR, dann
haben wir formal

G192 = j10 (@1, P2) 0 Ay, (27)

Wir wollen nun die Wirkung$ [¢;¢,] untersuchen, und werden den folgenden Satz als
Ergebnis erhalten.

SaTz 2.3A (Polyakov, Wiegmann)ur die durch punktweise Multiplikation zusam-
mengesetzte Abbildung¢, : ¥ — G gilt

S [dr] = S ] + S [do] + & / (60, (1~ %) 620) (28)

Beweislm kinetischen Terns [¢, ¢,] tritt der Ausdruck(¢;¢,)" 6 auf, den wir zuerst
berechnen. Dazu haben wir das Differential der Multiplikationsabbildung

d,u|(a7b) (v,w) = dry|, (v) + di|, (w)
fur a,b € Gundv € T,G, w € T,G. Damit bekommt man fir die zuriickgezogenen

Maurer-Cartan-Formep*6| , ,, (v, w) = (Ad;" © 6,) (v) + 6, (w). Zusammen mif (37)
ist damit lokal

(¢1¢2)* 9|s = Ad;;(s) o Qﬁiels + Cb;e‘s '

Uber die Linearitat und Invarianz vap, -) , sowie Lemma 2.8] (i) bekommen wir nach
Einsetzen

(D102)" 0, % (d1002)" 0) = (10, %670) + (630, %¢30) + 2 (¢70,%¢30) .

Fur den kinetischen Term gilt also

Siin [6162] = Sn [61] + Sk 6] — & /E (516, %638)
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Fir den Wess-Zumino-Term miissen \n¢,)* H angeben. Mit) un2), wieder
mit der Invarianz vor-, -), und Lemmé 2.8 bekommen wir nach etwas Rechnung

(6:62) B = 2 (610 -+ 638, [610 + 658,610 + 637])
= ¢iH+ ¢5H +d {976, ¢30).

Fur den Wess-Zumino-Term gilt damit

Suz [016:] = Suz [01] + Sz 6] + & [ (030.030).
b
damit folgt der Satz. O

Wir wollen diesen Satz nun benutzen, um weitere Symmetrien zu finden. Der dort
auftretende Operator
I —%: Ql (Eag) - Ql (Z7g>

ist invertierbar mit Inversem (1 + x), da auf Einsformenx = —1 ist. Wenn wir for-
dern, dass der gemischte Term (28) verschwindet, forderriiwir x) ¢30 = 0, was
also aquivalent ist zur Forderungé = 0. Diese Gleichung wird nur durch konstante
Abbildungeng, geldst. Da in diesem Fall auch[¢,] konstant ist, und nicht zur Variati-
on beitragt, istp — r, o ¢ mit der Rechtsmultiplikatiom, eine Symmetrie des Wess-
Zumino-Witten-Modells. Da wir mit Lemm@aZglim Satz auch

(910, (1 — ) ¢30) = (14 x) ¢76, $30)

schreiben kénnen, haben wir mit derselben Begriindung eine Symmetrie [; o ¢
mit der Linksmultiplkation/;. Diese beiden Symmetrien bezeichnen wir als Links- und
Rechtstranslationssymmetrie.

Wir kdnnen auch die Paritats- und die Translationssymmetrie verbinden, und die Ori-
entierungsumkehr aaf gleichzeitig mit der durcly = r,0l;0Inv erzeugten Transforma-
tion ¢ — v o  anwenden. Besonders interessant werden fur uns dabei die Falle sein, in
deneny eine langenerhaltende Involution ist, das hei3t= 1. GemaR einer Diskussion
in [Bru[HuiSchSch] legt das die zu betrachtenden Abbildungen auf

v=1[,0lnv

fest, wobeiz € Z (G) ein Element des Zentrums der Gruppe ist.

2.3.2 Bewegungsgleichungebie Bewegungsgleichungen des Wess-Zumino-Wit-
ten-Modells folgen aus der Variation der Wirkufg](26), diese ist also gerade die Summe
der Variationen[(I6) des kinetischen Terms und des Wess-Zumino-Termns (25), namlich

55 (8] = / (& (56)6), —d (1 +%) 6°6)
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Nachdem(-, -) nicht-ausgeartet ist und das Variationsvektori&ldbeliebige Werte an-
nimmt, folgern wir die Bewegungsgleichung

—d(14 )"0 = 0. (29)

Nachdem die Wirkund (26) invariant unter Paritats- und Translationssymmetrie war,
also invariant unter einem Orientierungswechsebaugekoppelt mit der Transformation
¢ — oo, sollte diese Symmetrie auch Bewegungsgleichungen in Bewegungsgleichun-
gen uberfiihren. Diese transformiert sich zur Gleichung

d(1—«)¢*0 = 0. (30)

Ublicherweise spricht man hier von zwei aquivalenten Gleichungen, oder von den zwei
erhaltenen Stromen

Ji=—(1+%)¢*0 und J:= (1—x)¢*0.

Ein Vergleich mit den Uberlegungen nach Shtz 2 &igt, dass diese Stréme die zu
Rechts- und Linkstranslationssymmetrie gehérenden, erhaltenen Gré3en sind.

2.3.3 Das Wess-Zumino-Witten-Modell als Theorie auf dem doppelten Uberlage-
rungsraum.Anstatt von zwei Strémen oder zwei &quivalenten Bewegungsgleichungen
zu sprechen, versuchen wir hier eine neue Interpretation, indem wir zum doppelten Uber-
lagerungsraurit der Weltflache: tibergehen. Wir werden im Absch.l eine prazise
Definition dieses Raumes geben, und an dieser Stelle nur auf den hier vorliegenden Spezi-
alfall einer orientierbaren Weltflacheeingehen. Dann bestefitaus zwei disjunkten Ko-
pien vony, die entgegengesetzt orientiert sind, und die wir die beiden BlatteEuten-
nen. Die Wahl einer Orientierung abif entspricht einer Auszeichnung einer der beiden
Blatter, und wir werden eine solche Auszeichnung als stetige Abbildung Br—
verstehen, die jedem Punkte ¥ denselben Punkt in dem auszuzeichnenden Blatt zu-
ordnet. Daraus, dass;ostetig ist, und® in zwei disjunkte Teile zerfallt, folgt, dass das
Bild oryx, (X) genau eines der beiden Blatter ist; dieses ist damit ausgezeichnet.

Eine Abbildungs : & — ¥ definieren wir dadurch, dass einem Punke X des
einen Blattes derselbe Punkt in dem anderen Blatt zugeordnet wird. 2 giltl, das
heift,s ist eine orientierungsumkehrende Involution im doppelten Uberlagerungataum
Wenn wir eine Orientierung grgewahlt haben, isto ory, die entgegengesetzte Orientie-
rung.
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Wir haben die Diskussion des Wess-Zumino-Witten-Modells mit einer fixierten Ori-
entierung aut: begonnen, haben also eine Theorie von Abbildungeworsy, (¥) — G
auf einem der beiden Blatter vahin 3 aufgestellt. Dann haben wir das Verhalten dieser
Theorie unter einer Wechsel der Orientierung Bufntersucht. In unserer Interpretation
entspricht das einer Transformatign— ¢ o o, wir gehen also zu einer Theorie von
Abbildungeng o o : o (org (X)) — G auf dem anderen Blatt des doppelten Uberlage-
rungsraumes uber.

Es hat sich allerdings herausgestellt, dass das Wess-Zumino-Witten-Modell nicht in-
variant unter dieser Transformation ist. Nur in Verbindung mit einer Transformation
¢ — v o ¢ im Zielraum G ergibt sich auf dem anderen Blatt dieselbe Theorie mit
derselben Wirkung. Dies fihrt uns zu einer Abbildung

(SEJ : Map(orz (E) ) G) - Map<iv G)’

deren Definition wir nach den voranstehenden Uberlegu[lgen wie folgt entnehmen. Zu
einer Abbildungyp € Map(ors; (X) , G) definieren wir das Bild) = ory; (¢) € Map(X, G)
dieser Abbildung auf den beiden Blattern separat, und zwar

=¢ und ¢ ‘=~ogoao.

ors (%) a(ors (%))

Wir legen uns nun auf Transformationen= [, o Inv im Zielraum fest, und erreichen
damit, dass die Abbildungen im Bild vairy; invariant unter der Paritatssymmetrie

¢E Yo ¢E o0
sind, nachdem sowolat als auchy Involutionen sind. Die Menge dieser Abbildungen
bezeichnen wir mit
Map(2, G)*" = {(ﬁf) — G | gzgzyoq%oa}.

AuRerdem wird die soeben definierte Abbilduorg in ihrem Bildbereich Maf, G)o
invertierbar. lhr Inverses ordnet einer Abbildunge Map(3, G) die Einschréankung auf
das Blatt of, (X) zu.



Unsere Interpretation lautet nun wie folgt. Das Wess-Zumino-Witten-Modell ist eine
Theorie von Abbildungen € Map(3, G)°” des doppelten Uberlagerungsraurieder
hier zwar orientierbaren, aber nicht orientierten Weltfla&€hie den Zielraum(; dabei ist
~ eine lAngenerhaltende Involution vah Die Bewegungsgleichung lautet

~

—d(1+4) ¢ =0 <= d(1—+)¢0=0,

beide Gleichungen sind aufgrund der Invarianz yarun tatsachlich algebraisch aquiva-
lent. Wahlt man eine Orientierurmy; aufy, so legt man sich auf eines der beiden Blatter
fest, und reproduziert dort das Wess-Zumino-Witten-Modell mit fixierter Orientierung,
mit dessen Diskussion wir in Abschn[iit Z.]L.3 begonnen hatten. Diese Interpretation ist
der Ausgangspunkt unserer Behandlung des Wess-Zumino-Witten-Modells auf nichtori-
entierbaren Weltflachen in Abschiit 4.



3 Gerben

Hermitesche Geradenbiindel mit Zusammenhang sind ein mathematisches Werkzeug
zur Beschreibung der Kopplung von Punktteilchen an ein elektromagnetisches Feld. Wah-
rend hermitesche Geradenbiindel (ohne Zusammenhang) durch die Kohomologiegruppe
H? (M, 7) klassifiziert werden, verwenden wir zur Klassifizierung von hermiteschen Ge-
radenblndeln mit Zusammenhang eine Hyperkohomologietheorie, und zwar die Deligne-
Hyperkohomologiegrupp&* (M, Z (1)%)-

Gehen wir von Punktteilchen zu eindimensionalen Strings tber, so sollen Gerben, ge-
nauer gesagt hermitesche Bindelgerben mit Zusammenhang und Kurvung, die Rolle der
hermiteschen Geradenbiindel mit Zusammenhang Gbernehmen, und die Kopplung eines
Strings an ein Hintergrundfeld beschreiben. Die Analogie von Geradenbtindeln und Ger-
ben setzt sich in der klassifizierenden Theorie fort, und zwar in einer um Eins erhdhten
Dimension. Gerben werden demnach durch die Kohomologiegrtiggé/, Z) klassifi-
ziert, und Gerben mit Zusammenhang und Kurvung durch die Deligne-Hyperkohomolo-
giegruppeH” (M, Z (2)3,).

Daher werden wir in Abschnift 3.1 die Deligne-Hyperkohomologietheorie einflihren.

In Abschnitt{3.2 werden wir im Detail hermitesche Geradenbiindel mit Zusammenhang
besprechen und klassifizieren. Dann werden wir im Absdhnitt 3.3 zur Definition von Ger-
ben, Zusammenhangen auf Gerben und Kurvungen kommen, und diese ebenfalls klassi-
fizieren. Letztendlich werden wir mithilfe von Gerben und ihrer Holonomie in Abschnitt
[3.4 den Wess-Zumino-Term neu definieren, und damit die Gultigkeit des Wess-Zumino-
Witten-Modells um einige Einschr&nkungen erleichtern.

3.1 Deligne-Hyperkohomologietheorie Pierre Deligne hat diese Theorie um 1972
eingefuhrt, um eine Kohomologietheorie fir bestimmte algebraische Varietaten zu be-
kommen. 1991 stellte er fest, dass seine Theorie hermitesche Geradenbiindel mit Zusam-
menhang klassifizierte, und Jean-Luc Brylinski entdeckte 1993, dass sie ebenfalls zur
Klassifikation von Gerben mit Zusammenhang und Kurvung verwendet werden kann.

Entsprechend der Entstehungsgeschichte der Deligne-Hyperkohomologie wird dieser
Abschnitt vorerst nichts mit geometrischen Objekten oder gar Physik zu tun haben. Wir
beginnnen mit einer kurzen Zusammenfassungvlm]h-Kohomologietheorie, auf die al-
les weitere aufbauen wird. Fir Details missen wir zum Beispiel auf die Blicher von R.
Bott und L.W. Tu [BaTu], J.-L. Brylinski[[Bry] oder F.W. Warner [Wa] verweisen.
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3.1.1 éech-KohomoIogietheorie und d€ech-de Rham-Doppelkompla¥ir arbei-
ten auf einer glatten Mannigfaltigkelt’ (ohne Rand) und betrachten (Pra-)Garben abel-
scher Gruppen Ubél. Eine Pragarbé& ordnet jeder offenen Untermen@evon M eine
abelsche Grupp# (U) zu, und jeder Inklusiony; : V' — U verschachtelter Untermen-
gen einen Gruppenhomomorphismus

F () : FU) — F(V),

so dass der Identita, die Identitat” (.{}) = id zugeordnet wird, und fur eine dreifache
Verschachtelun@y’ — V — U die Transitivitdtsbedingung

Flw)=Fw)eF ()

gilt. In der kategoriellen Sprache ist eine Pragarbe also ein kontravarianter Funktor von
der Kategorie Oper/) der offenen Untermengen va¥l in die der abelschen Gruppen.
Betrachten wir zwei Untermengénund " mit zwei Gruppenelementenc F (U) und

v € F(V),und nehmen an, dass die SchnittmefigeV’ nicht leer ist. Eine Garb& hat
gegenuber einer Pragarbe die zusatzliche Eigenschaft, dass aus einer Ubereinstimmung

F (twav) (w) = F (wev) (v)

auf dem Schnitt/ NV die Existenz eines eindeutigen Gruppenelementes? (U U V)
folgt, so dass
F(g?)(w)=u und F () (w)=v

sind.

Wir werden hier nur mit zwei speziellen Arten von Garben abelscher Gruppen zu tun
haben. Fir eine abelsche Gruppeaben wir zum einen die (genauso bezeichnete) Garbe
A, die jeder offenen Untermendé die abelsche Gruppd (U) der lokal konstanten,
stetigen Abbildunge® — A zuordnet (fur ein zusammenhangendesind das genau
die konstanten Abbildungen). Idtzuséatzlich eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, zum
Beispiel A = R, U (1), so haben wir aul3erdem die Garledie der Untermeng¥ die
abelsche Gruppégl (U) der glatten Abbildunge®y — A zuordnet. Fur beide Garben
F = A, A sind die Gruppenhomomorphismén(.{) : F (U) — F (V) lediglich die
Einschrankungen von Abbildungen dufauf die kleinere Meng¥®'. Die Aussage, das$
und A Garben sind, bedeutet, dass es, wenn zwei stetige (differenzierbare) Abbildungen
auf dem Schnitt ihrer Definitionsbereiche Ubereinstimmen, eine eindeutige Abbildung auf
der Vereinigung ihrer Definitionsbereiche gibt, so dass sich die beiden Abbildungen als
Einschrankungen dieser einen Abbildung ergeben.

Wir fixieren eine offene Uberdeckurig = {U;},., von M, und definieren fiir eine
Garbe fiir jedesk € N, die Cech-Kokettengruppe beziiglichmit Werten inF als das
direkte Produkt

CHuF) =[] FWi,Nn..nT,).
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Wir betrachten die Inklusiof); eines Schnittes vofk + 1) Teilmengen ink-Teilmengen
durch Weglassen degrten Menge, und den daraus durch die Garbe bestimmten Gruppen-
homomorphismus

F(ﬁj)  F (Uio n...N Uz

ﬂUi ﬂ...ﬂUik) —>f(Ui0ﬁ...ﬁUik).

j—1 J+1

Auf den éech-Kokettengruern definieren wir durch eine Linearkombination dieser
Gruppenhomomorphismen d@ech-Korandoperator

5k = i (—1) F(8;) : CF(4, A) — CEFL(L, A).

J=0

Den Index am Korandoperator werden wir haufig weglassen. Er ist ein Gruppenhomo-
morphismus, und erflllt wegen des alternierenden Vorzeichens in seiner Definition die
Komplexbedingungi**! o §* = 1. Gruppenelemente im Kern vahheien Kozykel.
Damit haben wir detCech-Komplex

oL O, F) —2- L (gl F) s
beziglichtt mit Werten inF definiert. Seine Kohomologiegruppen
H*(U, F) = ker 6" / im 6F7!

heiRen digCech-Kohomologiegruppen beziiglighmit Werten in~.

Um die Abhangigkeit von der Wahl der offenen Uberdeckgingu eliminieren, be-
trachtet man die Menge aller offener Uberdeckungen &bmind nutzt aus, dass diese
bezuglich Verfeinerung eine induktiv geordnete Menge bilden. Dabei hei3t eine Uberde-
ckung® = {V;},_, feiner als eine Uberdeckurigj= {U;},.;, wenn es eine Abbildung
der Indexmengeif : J — I gibt mitV; C Uy,). Eine solche Abbildung definiert einen
Gruppenhomomorphismus der Kokettengruppen

fr:CRUL, F) — C*(, F).

Fur eine andere Walfl erhalt man eine zy* homotope Abbildungeri”™, auRerdem sind
beide Kettenabbildungen(IBalTu], Lemmata 10.4.1. und 10.4.2), was bedeutet, dass es
einen von der Wahl vorf unabhangigen Gruppenhomomorphismus

gibt. Die éech-KohomoIogiegruppen bilden Gber diese Abbildungen ein sogenanntes di-
rektes System, und erlauben es, Gber den direkten LimeSeater-Kohomologiegruppen
zu von Uberdeckungen unabhangigeech-Kohomologiegruppen iiberzugehen,

H" (M, F) = limH" (4, F). (31)
u



34 DELIGNE-HYPERKOHOMOLOGIETHEORIE

Damit meint man die disjunkte Vereinigung délech-KohomoIogiegruppen zu allen
Uberdeckungen, geteilt durch eine Aquivalenzrelation, die zwei Elemented » aus
Kohomologiegruppen zu zwei Uberdeckungémind % identifiziert, wenn in einer ge-
meinsamen Verfeinerur@y von ¢t und*y die Gleichheitosy; (9) = oy (h) gilt.

Die (Vlech-Kohomologiegruppeﬁ’c (M, F) haben wieder funktorielle Eigenschaften.
Dazu betrachten wir zwei Garbef und G und einen Morphismug : F — G von
Garben, damit meint man einen Gruppenhomomorphismus F (U) — G (U) fur
jede offene Untermengeé C M, der mit den AbbildungerF (.};) vertréglich ist. Dann
gibt es einen wohldefinierten Gruppenhomomorphismus

©*: H* (M, F) — H” (M,G).

Wir kommen nun unseren beiden Garbémind A zuriick. Beispielsweise geben wir
kurz ein Element de€ech-Kokettengruppe € C*(U, A) an, ein solches ist eine lokal
konstante Abbildung

Gio,....i5 - Uio N...N Uzk — A.

Der Cech-Korandoperator wirkt wie

k+1
(59)i0 ep1 Z (—1y Gioseyij1yijtrins1 € C'kH(L[, A).

J=0

Man kann nun zeigen, dass d:Tech-Kohomologiegruppen mit Werten shdie Axiome

einer Kohomologietheorie mit Koeffizienten in der abelschen Gruppefillen. Daher
stehen sie in kanonischer Isomorphie zu den schon angesprochenen (singularen) Koho-
mologiegruppenf* (M, A) = H* (M, A). Man sollte hierbei betonen, dass diese Iso-
morphie fur dieéech-KohomoIogiegruppen mit Werten.hnicht gilt.

Wir wollen jetzt nicht mehr nur eine Garbe betrachten, sondern gleich ganze Sequen-
zen von Garben. Wir besprechen zwei Spezialfalle, ndmlich zuerst eine kurze exakte Se-
guenz, die zu einer langen exakten Sequenz von Kohomologiegruppen fihrt, und dann
einen Komplex von Garben, aus dem wir einen Doppelkomplex erhalten.

Ein wichtiges Beispiel einer kurzen exakten Sequenz von Garben ist die (reelle) Ex-
ponentialsequenz

0—>7—=R-<-U(1) 0. (32)

In dieser Sequenz steht die Garbaler lokal konstanten Funktionen mit WertenZzn
und die beiden GarbeR undU (1) von glatten (nicht unbedingt lokal konstanten) Funk-
tionen mit Werten irR bzw. U (1). Die Inklusion: betrachten wir hier als Morphismus
von Garben, und hat wieder die besondere Normierung- 27z. Zu jeder der drei Gar-
ben kdnnen wir nun diéech-Kokettengruppen beziiglich einer offenen Uberdeckung
nehmen und erhalten so eine immer noch exakte Sequeeremmeokettenkomplexen

0—= C*(4, Z) —= C* (44, R) < C* (81, U (1)) —= 0.
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éech-KohomoIogie mit Werten in einer beliebigen abelschen Gruppe hat die Eigenschatft,
dass eine kurze exakte Sequenz @ath-Kokettenkomplexen eine lange exakte Sequenz
von Kohomologiegruppen impliziert, ndmlich

. H*\(M, Z) —= H*(M,R)

Dabei haben wir di€ech-Kohomologiegruppen mit WertenZnschon mit den (singula-

ren) Kohomologiegruppen identifiziert. Die GarBehat die besondere Eigenschaft, das
ihre éech-KohomoIogiegruppeﬁk(M, R) fur £ > 0 auf parakompakten Raumen, so
wie es in unserem Fall einer endlich-dimensionalen Mannigfaltigkeit vorliegt, verschwin-
den (Theoreme 1.4.6 und 1.4.15.[In [Bry]). Die lange Sequenz wird also in kleine Stlicke
geteilt, so dass jeder Verbindungshomomorphismus

w: HYM,U (1)) — H*' (M, 7Z), (33)

fur £ > 0 sogar ein Isomorphismus ist.

Da wir diesen Verbindungshomomorphismus noch haufig benutzen werden, wollen
wir ihn explizit angeben. Es werde also ein ElementHf(M, U (1)) vertreten durch
einenCech-Kozykelg € C*(4,U (1)). Die Surjektivitat der Exponentialabbildung in
(39) gibt uns ein Elemeribg (g) € C*(4, R) und seinen Randlog (g) € C*+ (8L, R).

Da die Exponentialabbildung unt vertauschen, istxp (idlog (¢)) = 0. Daher liegt
§log (¢g) im Bild von .*, ist also insbesondere lokal konstanlyg (¢) € C*+'(4, R) und
hat das Urbild

iﬂ [0log (9)] € HF (M, 7).

Der zweite Spezialfall, den wir besprechen wollen, ist der eines Komplexes von Gar-
ben. Wenn das Differential dieses Komplexes mit déeeh-Korandoperatarvertauscht,
bekommen wir einen Doppelkomplex. Als Beispiel nehmen wir den Komplex

der de Rham-Garbeft*, die einer Untermeng& C M die differenzierbarerk-For-
men(* (U) auf U zuordnen. Das ergibt debech-de Rham-DoppelkompleX: (81, Q7),

in dem eine Kokettev € C* (U, QF) eine Familie von lokalen Differentialformen
e W (U,nN..NU,) ist. Der Doppelkomplex besteht aus lauter kommutieren-
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den Diagrammen,

CO8L, Q0) —4> CO(gt, 9Y) —> Oy, 02) L

Aus einem Doppelkomplex wi€* (4, OF) kann man einen normalen Komplex er-
zeugen, in dem man die Diagonalen mit konstantems & + p direkt summiert. Wir
definieren also die Kokettengruppen

Tot"C* (U, Q°) : EB CF (81, 97) .
n=k+p

Die Elemente voriot "C* (4, 2°) sind von der Forniay, ..., a,,) Mit o, € C™7P (84, QF).
AuRRerdem definieren wir ein Differential

Dar : Tot"C* (U, Q%) — Tot " C* (4, Q°),
indem wir auf jedem direkten Summanden
DdR|Ok(u7Qp) =0+ (—1)k d

setzen. Das alternierende Vorzeichen ist notig, um aus der Bedinguagld die Kom-
plexeigenschaft B, = 0 folgern zu kénnen. Die Kohomologiegruppen des totalen Kom-
plexes nennen wir die Hyperkohomologiegruppen des Doppelkomplexes, und schreiben

H™ (4,9°%) = ker Dljs / im DIz

Wir zitieren jetzt einen wichtigen Satz der algebraischen Topologie, von dem wir spé-
ter noch eine allgemeinere Version verwenden werden.

SATZ 3.1A (z.B. Proposition 8.5 ifJBoTu])Fur eine differenzierbare Mannigfaltig-
keit A/ und eine offene Uberdeckutigst die verallgemeinerte Mayer-Vietoris-Sequenz

0 — (M) = [[o W) —= [[QWinU;) —>--
iel ,J

exakt, dabei ist der éech-Korandoperator und r die Einschrankung einer global defi-
nierten Formw € Q° (M) auf die einzelned;.
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In diesen Satz flie3t im Wesentlichen die Existenz einer Partition der Eins ein.
Im Cech-de Rham-Doppelkomplex stehen in den Spalten genau diese verallgemeiner-
ten Vietoris-Sequenzen, sie sind also exakt. Das bedeutet, dass wir zu jedem Kozykel
g € C*(81,QP), alsodg = 0, eineCech-Koketteh € C*1 (41, Q) finden mitsh = g.

Anhand de<Cech-de Rham-Doppelkomplexes und des letzten Satzes kann man ex-
plizit den Gruppenisomorphismug* (1, R) — HE- (M) konstruieren, den wir durch
H*(M,R) = H*(M,R) und die Abbildung dR' : H*(M,R) — HE, (M) im Ab-
schnit2.2.P schon verwendet haben. Dazu bedienen wir uns der Notatiork elies
zacks. Eink-Zickzack ist ein Elemert, ..., ay,—1) € Tot *~1C*(4, Q%) im totalen Kom-
plex mit der Zickzackbedingungyﬁ(—1)“1dai_1 = 0furalle0 < ¢ < k. Das bedeutet
nicht anderes als

DdR (ao, cees O-/k—l) = (50&0, 0, ceey O, dak_l) .

Wir nennenda, € C*(4,Q°%) den Schweif und d@;,_; € C°(4, Q") den Kopf des Zick-
zacks. Sehen wir uns den Kopf eines Zickzacks auf dem Schnitt zweier TeilmEpmgEn
an. Dort ist

day 1]y, — day1y, = 6 (dag 1) = ddag—y = (—1)" dday, = 0,

die Garbeneigenschaft vail ergibt also, dass der Kopf eines Zickzacks eine eindeuti-
ge, global definierte geschlossehéorm cv,_, € QF (M) ist. Fur Zickzacke gilt das
folgende

LEMMA 3.1B. Zu jedem Kozykel € C* (4, R) gibt es einerk-Zickzack mit Schweif

d
Og—1 —day_q

Beweis durch DiagrammjagiVir fassen den Kozyket als Element inC* (8, R) =
C*(41,Q°) auf. Da nach wie vobe = 0 ist, gibt Sat4 3.4] die Existenz eines Elemen-
tesay, € C* (4, Q% mit 6oy = c. Wir sehen uns dyan und berechneti(day) =
déay = de = 0, dac lokal konstant ist. Wir wenden wieder den Satz an und erhalten
ein Elementy; € C*2(4, Q') mit (—1)" oy = day. Es seien nun schon die Elemente
(o, ..., ;) konstruiert, und erfullen die Zickzackbedingung. Wir habdn; =djc; =
—dd(—l)i_ldozi_l = 0, und Sat gibt uns die Existenz des nachsten Elementes
i1 € CP72(U, QY mit da .y = (—1)""'day. Diese Induktion stoppt zusammen mit
der verallgemeinerten Mayer-Vietoris-Sequenzdei; € CO(s, Q). O
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Den Isomorphismus
drR™': H*(M,R) — HE, (M)

definieren wir nun wie folgt. Es sei € C* (4,R) ein Vertreter einer Klassg] ¢
H*(M,R) bezuglich irgendeiner offenen Uberdeckung vidn Man wéhlt einerk-Zick-

zack mit Schweife, nimmt dessen Kopf € Q* (M) und setzt dR! ([c]) := [w]. Das

ergibt einen Isomorphimus, der unabhangig von den getroffenen Wahlen ist. FUr diese
Aussagen verweisen wir afif [Bry], Theoreme 1.4.15 und 1.4.17.

Wir haben bisher immer beliebige offene Uberdeckungen verwendet. Es hat jedoch
viele Vorteile, sich auf sogenannte gute Uberdeckungen einzuschranken. Eine gute Uber-
deckung.list eine offene Uberdeckunigy= {U;}, so dass alle nichtleeren Schnittmengen
von Teilmengen vorl zusammenziehbar sind (das betrifft insbesonderd/digelbst).

Auf jeder Mannigfaltigkeit gibt es eine gute Uberdeckung, und fiir kompakte Mannigfal-
tigkeiten kann sogar eine endliche Indexmenge gewahlt werden (Theorem[E. 11 [BoTu]).
Die Verwendung guter Uberdeckungen f@ech-de Rham-Doppelkomplex hat so-
wohl topologische als auch differentialtopologische Konsequenzen zur Folge. Topolo-
gisch gesehen liegen die guten Uberdeckungen kofinal in der induktiv geordneten Men-

ge der Uberdeckungen vol/, das bedeutet, dass wir beim Uberga@ (31) zum di-
rekten Limes nur die guten Uberdeckungen berticksichtigen miissen. Fir die Garbe
der lokal konstanten Funktionen nachhaben wir sogar kanonische Isomorphismen

H™ (4, A) — H™ (M, A) (Theorem 1.3.6. i [Biy]).

Dann haben wir das Poincaré-Lemma, welches besagt, dass auf einer konvexen Un-
termengel/ C M jede geschlossene Differentialforme QF (U) fur £ > 0 auch exakt
ist, das heil3t es gibt eipc QF~! (U) mit dn = w. Zusammenziehbare Mengen sind ins-
besondere konvex, und das bedeutetdecth-de Rham-Doppelkomplex, dass nicht nur
die Spalten, sondern auch die Zeilen exakt sind.

Wir werden nun sehen, dass uns die vorangegangene DiskussiGecesle Rham-
Doppelkomplexes beim Verstandnis desch-Deligne-Doppelkomplexes behilflich sein
wird.

3.1.2 Der Cech-Deligne-DoppelkompleiVir definieren einen Morphismus
dlog: U(1) — Q'

von Garben wie folgt. Es séV eine offene Untermenge unfl : U — U(1) eine
differenzierbare Abbildung. Die Surjektivitat des Garbenmorphismuske — U(1)

in der Exponentialsequeng (32) gibt uns die Existenz einer differenzierbaren Funktion
log (f) : U — R, die wir als Nullform lod f) € Q° (U) auffassen. Zwei Wahlen 14¢),
log(f) eines Logarithmus unterscheiden sich laut (32) um eine lokal konstante Funktion,
deren Ableitung verschwindet. Wir kbnnen daher die Abbildung dted ¢ log unabhén-

gig von der Wahl eines Logarithmus definieren. Sie ist vertraglich mit Einschrdnkungen
auf kleinere Untermengen, und deshalb ein Morphismus von Garben.
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Es sei eine Zahl < m € N fixiert. Der Deligne-GarbenkompleX(m)$, ensteht
durch zwei Modifikationen am de Rham-Garbenkomgd®x Zum einen schneiden wir
ihn an der Stellen rechts ab, und zum anderen ersetzen wir am AnfathdurchU (1)
mit der eben definierten Abbildung dlog. Praziser setzen wir also

Z(m)p : =U(1),
Z(m)y, - =QF firo<m
undsonst Z(m)}, : =0.

Die Differentiale sind
d’=dlog, & =dfur0<p<m undsonst #=0.

Da do dlog= 0 ist, haben wir so einen Komplex, den Deligne-Garbenkomplex, definiert,

U(l) =gt 4oz 4. _dgm (34)

Natirlich bilden wir aus diesem Garbenkomplex den entsprechenden Doppelkomplex
bezuiglich einer offenen Uberdeckusigvon M, er heiRtCech-Deligne-Doppelkomplex
C* (4, Z (m)$,). Wenn wir eine gute Uberdeckungwahlen, sind - wie schon irGech-
de Rham-Doppelkomplex - seine Zeilen und Spalten exakte Sequenzen. Ebenfalls bilden
wir wieder den totalen Komplex

Tot"C* (A, Z (m)}) = €D CH(ELZ(m)})

n=k+p
und statten ihn mit dem Differential

D, _[o+(=D)"d  fiur p>0
CEUZmB) ™ § 4 (=1)* dlog  fiir p=0

aus. Nachdem und dlog vertauschen, gilt wiederB= (. Die Hyperkohomologiegrup-

pen des Doppelkomplexes, also die Kohomologiegruppen des totalen Komplexes, hei-
Ren Deligne-Hyperkohomologiegruppétt (s, Z (m)3,) beziiglich der Uberdeckurig;
ebenso konnen wir wieder im direkten Limes zu den von Uberdeckungen unabhangigen
Kohomologiegruppe” (M, Z (m)},) tbergehen.

3.1.3 Charakteristische Klasse und Krimmumm interessantesten flr uns werden
die DeIigne-HyperkohomoIogiegruppeﬁﬁ"(M,Z(m)b) mit n = m sein. Eine Klasse
¢ € H™(M,Z(n)},) wird repréasentiert durch ein Elementc Tot"C*(4,Z (n)3,) des
totalen Komplexes bezuglich irgendeiner offenen Uberdeckungt D(«) = 0. Ein sol-
ches Element ist ein Satz = (ay, ..., a,,) Mit g € C™(84, U(1)) unday, € C"P(4U, QF)
fur 0 < p < n. Die Kozykelbedingung lautet in Komponenten

D(a) = (dag, (—1)"dlog(ag) + da, (1) day + da, ...
ey —=day, 1 + dav,) =0,



40 DELIGNE-HYPERKOHOMOLOGIETHEORIE

man beachte dabei, dass der Doppelkomplexbabgeschnitten ist, das heilit,dfliel3t
nicht in die Kozykelbedingung ein. Der lokalén + 1)-Form dv,, € C°(4(, Q™) kommt
stattdessen eine andere Bedeutung zu. Dazu berechnen wir

0day,, = ddo,, = dday,,—; = 0,

wir haben es also mit einer sogar global definierten Fosim d Q! (M) zu tun. Als
nachstes stellen wir fest, dass sie unabhangig von der Wahl des Vertreter«lasse
Ist, ist ndmlich

B = (Bo, - Bn) € Tot "C* (8, Z (1))

ein anderer Vetreter mit = a+ D(~) fur ein
Y= (Y0, ey Yn1) € Tot " 1C*(U, Z (n)3,),

so wird wegerg,, = «,,— dy,_; dieselbe(n + 1)-Form d3,, = d«,, erzeugt. Wir haben
damit eine Abbildung

curv : H"(M,Z (n)},) — Q" (M)

definiert, und nennenurv (¢) die Krimmung der Deligne-Hyperkohomologieklagse
Diese Benennung kdnnen wir erst spater tber die geometrischen Interpretationen in den
Gradenn = 1,2 motivieren.

Wir kdnnen auch in der ersten Komponente eines Vertretets («y, ..., ,) einer
Deligne-Klass& = [a] ein charakteristisches Datum entnehmen. Dazu projizieren wir
diese erste Komponente

Tot"C* (U, Z (n)},) — C™ (L, U(1)) : (ap, g,y ooy ) +— g

heraus. Die Kozykelbedingung(B) = 0 liefert s, = 1, das heity, € C™ (L, U(1)) ist
ein Kozykel, der in eine Klasse] € H™(4, U(1)) projiziert. Diese Klasse &ndert sich
nicht bei der Wahl eines anderen Vertreters der Deligne-Klas#ér bilden sie mit dem
Isomorphismusy aus [3B) ab und haben so eine surjektive Abbildung

char : H*(M,Z (n)},) — H™™ (M,Z).

Wir halten einen Zusammenhang zwischen den beiden Abbildusigerund curv
in einem Satz fest.

SATz 3.1c.Es sei¢ € H™(M,Z(n)},) eine Deligne-Hyperkohomologieklasse.
Dann ist das Bild ihrer charakteristischen Klasse unter dem Homomorphigmus
H*(M,Z) — HJ}; (M) genau die de Rham-Kohomologieklasse der Krimmung von
&, das heil3t es gilt

(17 o char) (§) = [curv (§)].

Insbesondere definiert die Krimmung \oaine integrale Kohomologieklasse.
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BeweisWir missen nur gesammelte Ergebnisse zusammenfassen. Estwertie-
ten durch ein Element = (ay,...,a,) € Tot"C*(8,Z (n)},) mit D(a) = 0. Dann
haben wir gemaf der Definitionen zum einenrv (§)] = [da,] und zum anderen
char (§) = 5 [dlog (a)] fiir eine Wahl eines Logarithmusg (o) € H"™ (M,Q°).
Nachdem:; =dR! o .* war, haben wir also die Klass€dx,] € Hji' (M) und
(¢* o char) (€) = [dlog ()] € H™ (M, R) unter dem oben konstruierten Isomorphis-
mus dR zwischeiCech- und de Rham-Kohomologiegruppen zu vergleichen. Dazu be-
merken wir, dasslog o, ..., ;) ein Element im totalen Komplex deéSech-de Rham-
Doppelkomplexes ist, und zwar mit Rand

Dyr (log ag, ..., ary)
— (5log (a0) , (~1)" d (log (o)) + 8,0, ., 0, dary)

Die Kozykelbedingung D) garantiert gerade, dass in der zweiten Komponente Null
steht. Wir haben also einenZickzack konstruiert mit Schweiflog (o) und Kopf dv,
konstruiert, so dass wir per Definition

dR™" ([0 log (a)]) = [dav,)]
haben. Daraus folgt der Satz. O

Uber die charakterstische Klasse unterscheiden wir einen wichtigen Typ von Deligne-
Hyperkohomologieklassen.

DEFINITION 3.1D. Eine Deligne-Hyperkohomologieklasgdeil3t trivial, wenn ihre
charakteristische Klassgéhar (£) = 0 ist.

Mit dem Begriff der Trivialitdt von Deligne-Hyperkohomologieklassen ist Vorsicht
geboten, denn eine triviale Klasgast nicht unbedingt trivial, d.h{ = 0. Wir kdnnen
sogar sehr viele verschiedene triviale Klassen angeben. Dazu sei)” (M) einen-
Form aufM undr (9) € C° (4, Q™) die Einschréankung auf di€;. Das Element

(1,0,...,0,7 (o)) € Tot"C*(4, Z (n)$)

definiert eine Deligne-Hyperkohomologieklasse, nachdettp) = 0 ist. Diese Klasse
bezeichnen wir mitr (o) und definieren dadurch eine Abbildung

tr . Q" (M) — H"(M,Z(n)}).

LEMMA 3.1E. Eine Deligne-Hyperkohomologieklasseést genau dann trivial, wenn
es eine Differentialfornp € Q" (M) gibt mittr (o) = &.

BeweisSicherlich verschwindet die charakteristische Klassetvaf), und wir ha-
bencharotr = 0. Es sei nuné eine triviale Deligne-Klasse, reprasentiert durch ein
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Element(ay, ..., ) € Tot"C*(4, Z (n)},) im totalen Komplex. Wir werden per Dia-
grammjagd ein Elemertty, ..., 7,—1) € Tot " *C*(, Z (n)},) konstruieren mit

(@, .oy an) =D Moy ooy 1) = (1,0, ...,0, vy + A1) (35)
Aus [ap] = 1 folgt die Existenz des ersten Elementgsnit oy = dny. Wir berechnen

5((~1)"diog(no) + 1) = (~1)" dlog(31) + o
= (_1)n dlog (O[()) + (50&1 =0

aufgrund der Kozykelbedingung &nq, ..., «,,). Wegen der Exaktheit der verallgemeiner-
ten Mayer-Vietoris-Sequenz aus Satz dibt es also einy;, so dass die erste Kompo-
nente von[(3b) erfullt ist-dn; = (—1)"dlog(ne) + 1. Es seien nun Elementey, ..., n;
konstruiert, so dass die ersteKomponenten der Gleichuny (35) gelten. Wir berechnen
wieder

0 <(_1)n_i dlog(n:) + Oév:+1> = (_1)n_i dlog(6m;) + daitq
= (—1)71_1 dlog (ozz) + (5()éi+1 =0

und bekommen die Existenz vep,, mit —n;,; = (—1)""dn; + a;41. Nach der Kon-
struktion degn — 1)-ten Elements setzen wir dann

0y = Qi + dny—1,
wegen
doy =6 (ay, +dn,—1) = v, +dom,—1 = dav, + d (=2 — 1) =0
wird so einen-Formp € Q™ (M) mit r (o) = oy definiert, so dass

[(QOa sy O[n)] = tr (Q)

ist. O]

Wir gehen zuletzt noch auf die Naturlichkeit der Deligne-Hyperkohomologie ein,
die aus den funktoriellen Eigenschaften vOech- und Garbenkohomologiefunktoren
folgt. Dazu betrachten wir eine weitere Mannigfaltigkéit und eine stetige Abbil-
dung f : X — M. Auf X erhalten wir eine offene, gute Uberdeckufly beste-
hend aus den offenen Mengéh := /! (U;), und denCech-Deligne-Doppelkomplex
C*(9,Z (n)3,) bezuglichy. Jedes Element € Tot "C*(4,Z (n)3,) kann zu einem Ele-
ment f*a € Tot ”C"(Q},Z(n)})) zurickgezogen werden. Die Differentiale der Doppel-
komplexe vertauschen mit dem Zurtickziehen, das heif3t es gitcdD = f* (D («)).
Insbesondere werden Klassen auf Klassen zurtickgezogen, und fur Krimmung und cha-
rakteristische Klasse einer Deligne-Klagsgelten

freurv (&) = curv (f*€) bzw. f*char (§) = char (f*¢).
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3.1.4 Deligne-Hyperkohomologieklassen gleicher Krimmu@gwohl wir hier noch
keinen direkten Zusammenhang zu physikalischen Theorien sehen, missen wir die Deli-
gne-Hyperkohomologie schon einmal darauf vorbereiten, spater tGiber die Krimmung ih-
rer Klassen an einen physikalischen Hintergrund gekoppelt zu werden. Daher wollen wir
uns ein Bild machen von der Menge der Deligne-Hyperkohomologieklassen, die dieselbe
vorgegebene Krimmung haben. Wir ndhern uns diesem Problem tber eine Operation der
Kohomologiegruppe?™ (M, U (1)) auf den Deligne-Hyperkohomologieklassen im Grad
n,

T HY(M,U (1) x B (M. Z(n)},) — H'(M,Z(n)}).

Diese Operation definieren wir wie folgt. Es d¢ieine offene Uberdeckung ung
C™(U,U (1)) unda = (ay, ..., a,) € Tot"C*(4, Z (n)},) Kozykeln. Dann setzen wir

T (lg]:[od) = [(a0 - g, 1 o0 )]

Wir missen nun tberprifen, db([g], [«]) eine Deligne-Klasse ist, der nicht von den
Wahlen der Vertretey und o abhangt. Zuerst muss die Kozykelbedingung erftillt sein.
Dazu berechnen wir

D (ag-g,a1,...,a) = (dag - g, (—1)"dlog(ayg - g) + day, 0, ...,0) .

dag und dg verschwinden nach Voraussetzung. Weiter haben wirg das derCech-
Kokettengruppe mit Werten in der Garbe der lokal konstabtén)-wertigen Funktionen
ist,

dlog(ayg - g) = dlog () + dlog(g) = dlog(ay),

das heil3tY ([g], []) ist ein Element der Deligne-Hyperkohomologie im Gradei der
Wabhl eines anderen Vertretdrss [g] mit g = h- dnundj € [a] mit o« = 3+D(~) haben
wir

(Oé()'g,Oél,...,Oén) = (5057()]1577751
+ (_1)” dlog(’}/o) + 5717 e _denfl + ﬁn)
= (50'haﬁla“'aﬁn)+D(n'707717"-77n—1)’

nachdem auch lokal konstant und damit @) = (67,0, ...,0) ist. Also istY ([g], [a])
unabhéangig von der Wahl der Vertreter. Da aul3erdem klar ist, dass das Einselement von
H™(M,U (1)) trivial operiert, und die Assoziativitat bei mehrmaligem Operieren durch
die Assoziativitat der Multiplikation irC* (4, U (1)) gewahrleistet wird, definieff eine
Operation. Der folgende Satz macht sie fur uns interessant.

SaTz 3.1F. Die Krimmungcurv von Deligne-Hyperkohomologieklassen ist fur al-
le n > 0 eine bahntrennende Invariante der Operatidhvon H"(M,U (1)) auf
H"(M,Z(n)p).
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BeweisDie Invarianz der Krimmung unter der Operatibriolgt sofort aus den De-
finitionen, da die Operation in der ersten Komponente wirkt, und die Krimmung in der
letzten Komponente eines Kozykélsy, ..., a,,) € Tot "C*(4,Z (n)3},) entnommen wird;
beide sind aber fir > 0 verschieden, das heil3t es gilt

curv (T (v,&)) = curv (§)

fir alley € H™(M,U (1)) und¢ € H™(M,Z(n)},). Alle Elemente in einer Bahn von
T haben also dieselbe Krimmung. Um zu zeigen, dass die Bahnen der Operation
trennt, nehmen wir zwei Deligne-Hyperkohomologieklassemd ¢ mit gleicher Kriim-
mungcurv (§) = curv (¢) und konstruieren ein Elemeff] € H"(M,U (1)), so dass

T (lg],€) = Cist.

Es werden die Klassen beziiglich einer guten Uberdeclillmgertretenv durché =
[(&0, -, &n)] und ¢ = [(Co, ---, C)], dann werden wir einen Kozykel € C™(LU, U (1))
und eine Deligne-Kokettéy, ..., n,_1) konstruieren mit

(g : 507 7€n) = (Cou (XY CTL> + D (T]()? sy TIn—l) . (36)

Wir beginnen eine Diagrammjagd i@ech-Deligne-Doppelkomplex. Aus der Gleichheit

der Krummungen folgt @&, — ¢,) = 0. Dann verwenden wir, dass wir eine gute Uber-
deckung mit zusammenziehbaren Teilmengen gewahlt haben, es gibt also ein Element
Mnh—1 € Oo(u> Qn_l) mit Sn = _dnn—l + Cn

Es seien jetzt die letzterElemente,,, ;, ..., n,_1 konstruiert, so dass die hintereKom-
ponenten vor( (36) erfillt sind, insbesondere (mit bequemera 0 fir den Falli = 1)

also

nit1 = Cooiv1 + (=1 i + 010 _ig1-

Jetzt verwenden wir die Kozykelbedingunge(¥P= 0 und D(¢) = 0 inder(n — i + 1)-
ten Komponente,

(=1 déps + 061 =0 und  (=1)"dCu; + 6Coiz1 =0 (37)
und berechnen
0= (=1) dums + 0&uivs = (=1) A (€ami — Goi — Oui) -
Wieder gibt es also ein Element_;_; € C*(4, Q") mit
(1) dp—ic1 = &umi = Cui — i

Das ist genau dién — i)-te Komponente vorj (36).
Wir flihren diese Konstruktion fort bis zur zweiten Komponente. Dort gewinnen wir also
die Existenz vony, € C"~1(g(, Q") mit

§1—C — (_1)n d776 = 0nr. (38)
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Um ein Element), € C"(4, U (1)) im Cech-Deligne-Doppelkomplex zu bekommen,
setzen wirn, = exp (in,). Dann definieren wily == oy - ¢ - &' € C™(Y, U (1)),
wissen aber noch nicht, gpauch, wie verlangt, lokal konstant ist. Es gilt aber die erste
Komponente vor{(36), ndmlich

g-& = Go - dno.

Wir berechnen unter Verwendung der Kozykelbedingunpeh (37) im Gtad und mit
(k)

dlog(g) = —dlog(&) + dlog(¢o) + ddlog (o)
(_1)n5(§1 — (1 — (—1)n d770) = (—1)n dom =0,

also istg lokal konstant. Gemalf seiner Definition ist es aul3erdem ein Kozykel, reprasen-
tiert also eine Kohomologieklas$g € H™(M, U (1)), die die geforderten Bedingungen
erfullt. O]

Wir kommen jetzt zu dem Problem zuriick, zu entscheiden, welche Deligne-Hyper-
kohomologieklassen im Grad eine feste Krimmung? € Q"' (M) haben. Solche
Klassen bezeichnen wir mit,, (M, H). Diese Menge ist offenbar leer, weihnicht ge-
schlossen ist, oder keine integrale Kohomologieklasse definiert. Da wir im letzten Satz
gezeigt haben, dass zwei Klassenin(M, H) in einer Bahn unter der Operatiahlie-
gen, folgern wir:

KOROLLAR 3.1G. Die Mengew,, (M, H) von Deligne-Hyperkohomologieklassen im
Gradn gleicher Krimmund ist ein H"(M, U (1))-Torsor.

Diese Aussage wird auch (ohne Beweis)in [GaRei] behauptet. Wir miissen hier nach
SatZ 3.H nur noch zeigen, dass die Operatibrauch frei ist. Dazu betrachten wir die
charakteristische Klasse, fur die wir direkt aus der Definition die Regel

char (Y ([g], €)) = char (€) + w ([g])

feststellen; wenn also die Deligne-Hyperkohomologiekladsép] , £) und¢ gleich sind,
dannistw ([g]) = 0, also[g] = 1.

3.1.5 Holonomie einer Deligne-Klassdlle nétigen Informationen zur Definition
der Holonomie einer Deligne-Klasse werden gegeben durch den folgenden

SATZ 3.1H. Es bezeichné), (M) diejenigen Formen if2" (M), die geschlossen
sind und eine integrale Kohomologieklasse definieren. Dann ist die Sequenz

00— Q7 (M) ——=Q"(M) _try H™(M,Z(n)%) char H" Y M,Z)——=0 (39)

abelscher Gruppen exakt.



46 DELIGNE-HYPERKOHOMOLOGIETHEORIE

BeweisDie Abbildungchar war unmittelbar als surjektive Projektion definiert, und
Lemmd 3. Hist dquivalent zur Exaktheit der Sequenz Hei(M, Z (n)3,). Also miissen
wir nur noch die Exaktheit b (M) prufen.
Dazu seip € Q" (M) undtr (¢) = 0 als Deligne-Hyperkohomologieklasse. Das heift
es gibt ein Elementn, ..., n,_1) € Tot"*C*(4, Z (n)3,), so dasg1,0,...,0,7 (o)) =
D(1o, ..., —1) ist. Wir wahlen einen Logarithmugog (7o) € C*(U,R), dann ist
(log (n0) s M1, -, mn—1) €IN n-Zickzack mit Schweifd log (9) und Kopf g, insbeson-
dere isto = dn,_; geschlossen und reprasentiert die de Rham-Kohomologieklasse
dR~! ([61og (10)]) = [0]- Andererseits liegt diese Klasse im Bild von: H™ (M, Z) —
H™ (M, R), namlich mit Urbild

o (Im]) = o= [Flog (m)] € H" (M, ).

Dabher ist[g] eine integrale Kohomologieklasse upd Q,(M).
Ist umgekehrto € QF, (M), so ist erstens@d = 0 und zweitens gibt es ein Element
z € H"(M,Z) mit 13 (2) = [o]. Wir setzenag = w'(2) € C* ' (4,U(1)). Die
Surjektivitat der charakteristischen Klasser bedeutet, dass es eine Deligne-Hyperko-
homologieklassg € H" (M, Z(n — 1)},) gibt mit char (¢) = [ag]. Nach Satz 3.4
gilt

[cwrv (§)] = 1z (char (§)) = 1z (2) = [d],
das heil3t es gibt ein@r — 1)-Formn € Q"= (M) mit curv (£) = o+ dn. Wahlen wir
einen Vertretefy, ..., «,,1) der Deligne-Hyperkohomologieklasgést, haben wir

D (ag, ..., n1 — 7 (n)) = (1,0,...,0,d,,_1 — dn) = (1,0, ...,0, 0),
das heil3tr (o) = 0. O

Wir untersuchen die Konsequenzen dieses Satzes fur den Fall)/dasentiert
ist, sowie keinen Rand und die Dimensianhat. Dann ist aus Dimensionsgrinden
H"+' (M, Z) = 0 und die exakte Sequerfz {39) reduziert sich auf

00— Qi (M) ——Q*(M) —*~ H"(M, Z(n)3,) — 0. (40)

Es sei nur¢ € H"(M,Z(n)}) eine Deligne-Hyperkohomologieklasse. Basurjektiv
ist, gibt es eine Differentialformy € Q™ (M) mit tr (0) = £. Wir kdnnen auch zwei
moglicherweise verschiedene Wahlgno. treffen. Dannistr (g1 — 02) = 0, alsoAp =

01 — 02 € kertr = QF, (M). Demnach definierf\o eine integrale Kohomologieklasse
[Ag] € Hgr (M).

DEFINITION 3.11. Die Zahl

hol (&, M) := expi/MQE U (1)

heil3t die Holonomie vogum M.
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Die Holonomiehol (¢, M) ist wohldefiniert, da verschiedene Wahlen yoim Expo-
nenten zu einer Differenzfj, Ao € 2xiZ fihrt. Hier geht ein, das8/ als Mannigfaltig-
keit ohne Rand vorausgesetzt wurde. Wir kdnnen die Einschrankung&h lzetglich
Rand, Dimension und Orientierbarkeit aber auch wieder fallen lassen, und eine allgemei-
nere Definition angeben.

DEFINITION 3.1J. Es seiX eine glatte, orientierte Mannigfaltigkeit der Dimension
ohne Rand ur]@b : 3 — M eine stetige Abbildung. Fur eine Deligne-Hyperkohomolo-
gieklasse& € H"(M,Z (n)},) nennen wir

hol (£, ¢) := hol (¢*¢, Y0) (42)
die Holonomie vorg um..

Wir betrachten diese Definition in zwei Spezialfallen. Zuerst kann die Deligne-Klasse
naturlich auch schon vor dem Zuruickziehen trivial sein, also der Eosmr (o) fur eine
Differentialform o € Q" (M). Dann haben wir sofort

hol (€, ) = expl / 0. (42)

AulRRerdem konnen wir den Fall betrachten, dasRand einer(n + 1)-dimensionalen
orientierbaren MannigfaltigkeiB ist. Ihre Orientierung sei so gewahlt, dass die auf dem
RandoB = ¥ induzierte Orientierung aquivalent zu der Vioist. Wir nehmen auf3erdem
an, dass sich zu einer Abbildungy : B — M fortsetzen laf3t, wahlen eine Q" (%)

mit tr (o) = ¢*¢ und berechnenurv (tr (g)) = dp. Das ergibt

hol (,f,(b):expi/zgzexpi/Bg*curv €). (43)

Hier sind schon Analogien zu den in der Einleitung angedeuteten Moéglichkeiten zu
sehen, Kopplungsterme fur Punktteilchen oder Strings an Felder aufzustellen. Bevor wir
diese Analogien jedoch eingehender diskutieren werden, wollen wir uns der Deligne-
Hyperkohomologie zunachst auf geometrischem Wege nahern.

3.2 Hermitesche Geradenblindel mit ZusammenhangGeradenbindel sind ein
wesentlicher Bestandteil der noch zu definierenden Gerben; es ist daher nicht zu ver-
meiden, dass wir uns in diesem Abschnitt zuerst mit Geradenbiindeln beschatftigen. Eine
hermitesche Metrik auf einem Geradenbiindel ist eine Zusatzstruktur, die eine Klassifizie-
rung hermitescher Geradenbtindel durch die Kohomologiegri3gé/, Z) zulasst. Ein
Zusammenhang auf einem hermiteschen Geradenblindel ist eine weitere Zusatzstruktur,
dessen Einbeziehung in die Klassifizierung zur Deligne-Hyperkohomologietheorie fuhrt.

Dieser Abschnitt dient aber nicht nur der Vorbereitung, sondern wird auch die in der
Einleitung angedeutete Analogie zwischen hermiteschen Geradenbindeln mit Zusam-
menhang und Gerben mit Zusammenhang und Kurvung und ihre analoge Anwendung
in der Formulierung eines Kopplungstermes verdeutlichen. Wir werden schlie3lich sehr
bequem Holonomie von hermiteschen Geradenbindeln mit Zusammenhang definieren,
und sehen, dass sie zur Definition eines solchen Kopplungstermes geeignet ist.
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3.2.1 Hermitesche Geradenblinddts seiM eine Mannigfaltigkeit.

DEFINITION 3.2A. Ein Geradenbiindel : L. — M Uber M ist ein komplexes Vek-
torbiindel vom Rang eins.

Jede Fasef.|, := p~' ({z}) Uber einem Punkt € M ist ein komplexer, eindimen-
sionaler Vektorraum. Ein Schnitt in einem solchen Biindel auf einer offenen Untermenge
U C M ist eine glatte Abbildung : U — L, so das® o s = id ,, ist. Jedes Vek-
torbindel hat zum Beispiel den globalen Schaitt M/ — L, der aus jeder Faser das
Nullelement auswahlt.

Eine Metrik auf einem Geradenbtindel soll den Elementenvd@ngen zuordnen,
ist also eine glatte Funktioh : L — R-,. Die Zuordnung soll so sein, dass nur die
Nullvektoren jeder Faser die LAnge Null haben. Dazu definiert man am besten das Kom-
plementL" := L\ im0 und verlangth (z) > 0 fur allex € L*. Fur eine hermitesche
Metrik verlangen wir zusétzlich eine Skalierungsregel, und zwarisoll:) = |A|* h (2)
sein furz € L und A € C. Ein Geradenbundel mit einer hermiteschen Metrik heil3t
hermitesches Geradenblndel; wir werden im folgenden die Metrik haufig nicht explizit
benennen.

Als Beispiel eines Geradenbindels kdnnen wir auf jeder Mannigfaltigkeit das Biindel
0, : C x M — M konstruieren, wobed, die erste Komponente des direkten Pro-
duktes weglafit. Dieses Bindel kann man immer mit der hermiteschen Standard-Metrik
h(z z) := |z|" ausstatten.

Zum Vergleich zweier Geradenbindel definieren wir einen Isomorphismus von Ge-
radenbindelrp;, : Ly — M undpy, : L, — M als einen Diffeomorphismus
«a : Ly — Lo, der mit den Projektionen nach/ vertraglich ist, das heil3t es gilt
p1 = pe o a. Uber jedem Punkt € M ista : L,|, — Ls|, ein Vektorraumisomor-
phismus. Gibt es auf; und L, hermitesche Metriketh; bzw. iy, SO nennen wir einen
Isomorphimusy : L; — L, einen Isomorphismus von hermiteschen Geradenblndeln,
wenn er die hermiteschen Metriken respektiert, das heil3t efs,g#t 1, o «.

Ein (hermitesches) Geradenblndel— M heil3t trivial, wenn es isomorph zum
Bundeld;, : C x M — M (mit der hermiteschen Standard-Metrik) ist. Triviale Ge-
radenbiindel sind auch dadurch ausgezeichnet, dass sie globale Schnifte— L*
erlauben. Uberhaupt wird es sich als sinnvoll herausstellen, wie hier fur triviale Biindel,
nur Isomorphieklassen von (hermiteschen) Geradenbindeln zu betrachten.

Aus zwei gegebenen Geradenbindeln L, — M undp, : Ly — M konnen
wir das Tensorprodukt; ® L, konstruieren; es ist dasjenige Geradenbiindel fibenit
Fasern

(Ll ® LQ)‘ZL‘ = Ll‘x ® L2|x

Hermitesche Metrikeh, bzw. h, auf den Bindeln ergeben eine hermitesche Métrik
hy auf L; ® L,. Das Tensorprodukt definiert eine Gruppenstruktur auf der Menge der
Isomorphieklassen von (hermiteschen) Geradenbiindeln.



GERBEN 49

Das Einselement ist die Isomorphieklasse der trivialen Biindel. Die zu der Isomor-
phieklasse eines Geradenbiindel— M inverse Isomorphieklasse ist die des dualen
BindelsL.* — M, dessen Fasern die Dualraume der Fasern/vsimd,

L*|, :==Hom (L,|,C).

Aus einer hermiteschen Metrik adf bekommen wir ebenfalls eine hermitesche Me-
trik auf L*. Die kanonische Paarung ergibt dann faserweise einen Isomorphismgs

L*|, — C, so dasd. ® L* ein triviales hermitesches Geradenbiindel ist. Anhand einer
hermiteschen Metrik auf einem Geradenbinddtann man Schnitte : U — L zu
Schnittens* : U — L* im dualen Blindel machen.

Hermitesche Geradenbiindel kénnen zuriickgezogen werden. Dazu betrachten wir ei-
ne stetige Abbildung’ : X — M und ein Geradenbindel: L. — M Uber M mit
hermitescher Metrilh. Dann ist das Faserprodukt

f'L=XxyL:={xl)eXxL|f(x)=p)}

zusammen mit der Abbildung, : f~'L — M, die das zweite Element weglaRt, ein
hermitesches Geradenbiindel mit Methik := % o 9,. Seine Fasern sindf~'L)| =
L\f(n). Jeden Schnitt : U — L kdnnen wir mitf zu einem Schnitf*s im Bundelf 1L
zuruckziehen, ebenso Ubertragt sich ein Isomorphismug, — K von hermiteschen
Geradenbindeln tGbér zu einen Isomorphismus

frfa: 'L — 'K (L,x) — (a (1), 2) (44)

von hermiteschen Geradenbiindeln Uler

3.2.2 Die Chern-Klasse eines hermiteschen Geradenbuniésin man von Bun-
deln spricht, redet man auch gerne von Ubergangsfunktionen, mit dem Ziel, die topo-
logisch motivierte Definition eines Blndels in einen algebraischen Rahmen zu ricken.
Zur Konstruktion von Ubergangsfunktionen wahlen wir eine offene Uberdeckurg
{Ui},c; von M, die Schnittes; : U; — L™ erlaubt. Durch geeignete Normierung mit
der hermiteschen Metrik auf L kdnnen diese Schnitte immer so gewahlt werden, dass
h(s; (z)) = listfurallez € U;, solche Schnitte nennen wir Einheitsschnitte.

Auf zweifachen Schnittmengel, N U; # ) vergleichen wir die Einheitsschnittg
unds;. Fir einen Punkt € U; N U; liegens; (x) unds; (z) in derselben Faset| , und
unterscheiden sich als Einheitsvektoren in einem komplexen Vektorraum um ein Element
gi; () € U (1), namlich

i () = g () 5 (). (45)

Aus der Differenzierbarkeit der Schnitte folgt, dgss: U; N U; — U (1) ebenfalls eine
differenzierbare Abbildung ist. Es gilt unmittelbay = gj_il. Auf dreifachen Schnittmen-
genU; NU; NU, # B folgt auss; = g,; - 5, $; = gjk - Sk UNds; = gy, - 55, die Eigenschaft
Gik = Gij * Gjk-
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Die so konstruierten Abbildungen heiRen Ubergangsfunktionen des hermiteschen Ge-
radenbiindelf. — M und hangen von der Wahl der Uberdeckung und der Wahl der
Schnitte ab. Wéahlen wir andere Einheitsschnitte U; — L* auf derselben Uber-
deckung, so kénnen wir die Schnitteund s; durch eine Abbildung\; : U; — U (1)
vergleichen als (x) = \; () s; (). Dann gilt fiir die Ubergangsfunktiongf) beziglich
dieser Schnitte die Regel

9ii = Gij A A

Diese Eigenschaften riicken die Ubergangsfunktionen in den KonteiedérKoho-
mologietheorie. Die Ubergangsfunktiongn: U;NU; — U (1) bilden darin gerade ein
Elementy deréech-Kokettengruppél(u,Q(1)). Weiter ist(dg),;, = ik - g gij» VoN
der rechten Seite hatten wir oben gezeigt, dass sie verschwindet. Es gily alst, das
heilRtg definiert ein Element in de€ech-Kohomologiegrupply] € H* (s, U(1)). Bei
der Wahl anderer Schnitte mit einem andeém:h-Kozykelg’ ergaben sich Abbildungen
\i : Uy — U (1), diese bilden ein Elemente C*(U, U (1)), so dass genag= 6\ gilt.
Das bedeutet nichts anderes [gls= [¢'].

Jetzt betrachten wir eine andere offene Uberdeckdngpn M. Wir kénnen davon
ausgehen, dass eine Verfeinerung vorl ist, denn andernfalls gehen wir zu einer ge-
meinsamen VerfeinerunglJ tber und argumentieren dann zweimal, namlichstiund
20 und dann fury und 2. Es seif : J — [ eine Verfeinerungsabbildung. Mit den
Inklusionen:; : V; < Uy ziehen wir die Schnittes; zurlick zu Einheitsschnitten
tj := sy : V; — 1; ' L. Fur die Ubergangsfunktionén: V;NV; — U (1) bezuglich
dieser Schnitte gilf* (g) = h, daher werden die Klasseq und[h] im direkten Limes
) miteinander identifiziert und definieren demnach dasselbe Elem&i{in, U(1)).
Damit haben wir gezeigt:

LEMMA 3.28 (Weil, Kostant).Die Kohomologieklassg] € H'(M,U(1)) des aus
einem hermiteschen Geradenblndel konstruie@eoh-Kozykels ist unabhéngig von der
Wahl der Uberdeckung und der Schnitte

Wir kénnen auch den umgekehrten Weg beschreiten und aus einem gegebenen Ko-
zykelg € C* (4, U (1)) bezuglich einer offenen Uberdeckufigein hermitesches Gera-
denbiindel konstruieren, so dass de€sech-Kozykel genau die Kohomologieklagse
vertritt. Dazu definieren wir den Biindelraum als den Quotienten

L= H(Uz X (C) / (i7x72) ~g (j7xvgij (I) Z)

el

mit einer Projektiorp (i, z, z) := x nachM, und statten ihn mit der hermiteschen Stan-
dardmetrik aus. Aus der Kozykeleigenschaft ydilgt, dass~, eine Aquivalenzrelation
ist. Auf jeder Teilmengé/; haben wir den Schnitt; : U; — L : © — (i,z, 1), deren
Ubergangsfunktionen gerade dig sind.

Es ist bequem und Ublich, Vektorbiindeln vom Ra&ngharakteristische Klassen in
H?F (M, Z) zuzuordnen. Das wollen wir auch fiir hermitesche Geradenbiindel tun, und



GERBEN 51

bilden dazu die Klassg] mit dem Gruppenisomorphism33): H*(M,U (1)) —

H**1 (M, 7Z) ab. Dadurch erhalten wir die sogenannte Chern-Klasée)ch= w ([g]) €

H? (M, Z) des Geradenbuindels. Die Chern-Klasse spielt eine wichtige Rolle fir die Klas-
sifizierung von hermiteschen Geradenbindeln.

Natdrlich wirden wir gerne wissen, wie sich die durch das Tensorprodukt gegebene
Gruppenstruktur auf den Isomorphieklassen von Geradenbiindeln mit der Chern-Klas-
se vertragt. Als Voraussetzung dafur stellen wir zun&chst fest, dass im Fall zweier iso-
morpher Geradenbindél, und L, mit einem Isomorphismus : L, — L, und ei-
ner Wahl von Schnittes; : U; — L fur L, fur das andere Blndel die Schnitte
aos; @ U — Li gewahlt werden kdnnen. Da faserweise eirC-linearer Vektor-
raumisomorphismus ist, folgt aus der die Ubergangsfunktionen definierenden Gleichung
(aos;) (x) = gij (x) (o s;) (x) die obere Gleichung (45), wir erhalten also fiir die-
selben Ubergangsfunktionen, und damit auch dieselbe Chern-Klasse.

Als nachstes sehen wir uns das Tensorprodukt zweier Geradenhiinded 7, mit
Schnittens; : U; — L, bzw.t; : U; — L, und Ubergangsfunktioneﬁj bzw.h;; an. Im
Tensorproduki.; ® L, definieren wir die Schnitte; ® t; : U; — L ® Lo, diese geben
die Ubergangsfuntkionen;;h;; und entsprechend die Kohomologieklasgk]. Da wir
mit dem Gruppenhomomorphismuszu einer additiven Schreibweise Ubergehen, haben
wir

Ch(Ll &® LQ) = Ch<L1> + Ch(LQ) .

Ein triviales Bundel ist per Definition isomorph zum Bindek M — M, und hat
deshalb dessen Chern-Klasse. Einheitsschnitte in diesem Bindel sind lokale Funktionen
s; « Uy — U (1), die Ubergangsfunktiones, = g;; - s; bestimmen, fur die sofort
g = ds~! folgt, wobei wir die Schnitte als ein Elementec C° (4, U (1)) aufgefasst
haben. Die Chern-Klasse eines trivialen Bindels ist daher Null. Insbesondere folgt fur
das triviale BundelL ® L* die Chern-Klasse des dualen Biindels

ch(L*) = —ch(L).
Diese Regeln fassen wir zusammen zu dem folgenden

SATz 3.2c (Welil, Kostant).Die Gruppe der Isomorphieklassen von hermiteschen
Geradenblndeln tbeb/ ist vermittels der Chern-Klasse isomorph zur Kohomologie-
gruppeH? (M, 7).

BeweisWir haben die Abbildung, die einem Geradenbindel seine Chern-Klasse zu-
ordnet, schon konstruiert, und konstruktiv gezeigt, dass sie surjektiv ist. Wir haben au-
Rerdem gesehen, dass die Chern-Klasse mit der durch das Tensorprodukt definierten
Gruppenstruktur auf den Isomorphieklassen vertraglich ist. Zum Beweis der Injektivi-
tat nehmen wir an, das ein Geradenbiinbdleziiglich der Uberdeckurig und Schnit-
tens; : U — L% einen Kozykelg hat mitw ([g]) = 1, das heity = o\ fur
ein A € C°(U,U (1)). Dann definieren wir neue Schnitte := s; - A\7'. Fr sie gilt
ti=s8;- A\t = Gij - S5 - /\;1 = t;, das heil3t die;, ergeben einen globalen Schnitt. [
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3.2.3 Zusammenhang und Krimmung eines Geradenbindaetammenhénge auf
Vektorbindeln sind eine Regel, wie Vektoren aus verschiedenen Fasern miteinander ver-
glichen werden kdnnen. Ein Zusammenhang auf dem Tangentialbiindel erlaubt zum Bei-
spiel die Definition eines Paralleltransports von Vektoren entlang von Kurvéh iwWir
verwenden hier eine auf ein Geradenbulindel spezifizierte

DEFINITION 3.2D. Ein Zusammenhany auf einem Geradenbundgl: L — M
ordnet jedem Schnitt: U — L auf einer offenen Untermengé C M eine L-wertige
lokale EinsformVs € Q! (U, L) zu, so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Die Zuordnungs — Vs ist vertraglich mit der Einschréankung auf kleinere Unter-
mengen.
(i) FurfestesU ist s — Vs eineC-lineare Abbildung.

(iii) Fur eine Funktiong € C* (U, C) gilt die Leibnitzregel
V(g-s)=g-Vs+dg®s.

Wir kbnnen zum Beispiel auf einem trivialen Bindel — M den sogenannten
trivialen Zusammenhang konstruieren, indem wir einem Schnitf — C seine auliere
Ableitung V* (s) := ds ® 1 zuordnen; mitl bezeichnen wir den globalen, konstanten
Schnittl : M — C. Es gibt allerdings auch auf einem trivialen Biindel andere, nicht-
triviale Zusammenhange.

Wenn man namlich einen Zusammenhanguf einem hermiteschen Geradenbindel
L Uber M hat, so kann man viele weitere Zusammenhénge erzeugen. Dazu nimmt man
eine beliebige Einform € Q! (M) und definiert den Zusammenha¥g-« auf Schnitten
s:U — Ldurch(V+a)(s) =V (s)+a®s.

Um beim Vergleich von zwei hermiteschen Geradenbindeln auch eventuell vor-
handene Zusammenhange bertcksichtigen zu kdnnen, definieren wir einen Isomorphis-
mus von hermiteschen Geradenbiindeln mit Zusammenhang als einen Isomorphismus
a : L — K von hermiteschen Geradenblndeln, der mit den Zusammenhangen
undV,, auf L bzw. K vertraglich ist in der Weise, dass

(1®a)VE(s)=Vk(aos) (46)
gilt fur jeden Schnitts : U — L.

Sehen wir uns nun die bekannten Operationen mit hermiteschen Geradenblndeln in
Bezug auf Zusammenhénge an.
a) Auf dem Tensorproduki @ K zweier hermitescher Geradenbiindel ibgkonnen

wir anhand von Zusammenhang®en, auf L und Vi auf K einen Zusammenhang

V1 + Vi auf L ® K konstruieren, und zwar durch

(VL + Vi) (5L @ sk) =5 @ Vi (sx) + VL (51) ® sk (47)

fur beliebige Schnitte;, : U — L bzw.syx : U — K. Dabei wird ausgenutzt, dass
das Tensorprodukt eines Schnittgsmit einer K-wertigen EinsformV i (sx ) eine
Einsform mit Werten inL ® K ist, und umgekehrt.
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() Dann hatten wir das Zurtickziehen von Geradenbindeln definiert, dazu sei Wieder

X — M eine stetige Abbildung un¥ ein Zusammenhang auf dem hermiteschen

Geradenblindel, — M. Dann wird ein ZusammenhangV auf f~'L bestimmt

durch(f*V) (f*s) = f*(Vs) fur jeden Schnits : U — L.

v) Auf dem zu einem hermiteschen Geradenbiindelualen Geradenbundél* wird

durch einen ZusammenhaRgauf L ein Zusammenhany* dadurch bestimmt, dass

der Isomorphismug* ® L. — C von hermiteschen Geradenbiindeln auch ein Iso-

morphismus von hermiteschen Geradenbiindel mit Zusammenhang ist.

Wir kdnnen uns nun auch auf der Menge der hermiteschen Geradenbindel mit Zu-
sammenhang die Isomorphieklassen ansehen. Das Tensorprodukt von Geradenbiindeln,
zusammen mit der in) festgelegten Addition von Zusammenhéangen definiert wieder ei-
ne Gruppenstruktur auf dieser Menge. Das neutrale Element ist die Isomorphieklasse der
trivialen hermiteschen Geradenbiindel mit trivialem Zusammenhang. Die Definition des
dualen Zusammenhangs' in v) gewahrleistet gerade die Existenz von Inversen.

Bevor wir im nachsten Abschnitt die hermiteschen Geradenbiindel mit Zusammen-
hang klassifizieren, kommen wir jetzt zum Begriff der Krimmung eines Zusammenhangs,
die in der physikalischen Anwendung der Feldstarke entsprechen wird. Die Krimmung
ist eine geschlossene Zweiform auf, die wir zunachst lokal konstruieren.

Dazu nehmen wir wieder eine offene Uberdeckung, die SchajtteU; — L7
gestattet. Wir zerlegeN's; in ein Tensorprodukt aus einer Einsforiy € Q! (U;) und
dem Schnitt selbstys; = %Ai ® s;. Die so gewonnenen Einsformen nennen wir lokale
Zusammenhangsformen. Auf dem Schnitt zweier Teilmerigen U; # () haben wir
die beiden lokalen ZusammenhangsformgnA; € Q' (U; N U;). Wir involvieren die
Ubergangsfunktionep;; : U; N U; — U (1) mit s; = g;; - s; und berechnen unter
Verwendung der Reggéiii) fir Zusammenhénge

VSZ‘ == V (gij . Sj) = gij . VS]‘ -+ dgij X Sj = |A] X S; + gigldgzj X Si.

Zusammen mit der definierenden Gleichiwig, = ilAi ® s; und der uns schon bekannten
Notation dlodg),; = +g,;'dg;; ergibt sich

Aj— A — d|09(9)ij = 0. (48)

Da bei Anwendung der auf3eren Ableitung auf diese Gleichung der Ternigdloer-
schwindet, haben wif (dA4);; = dA;— dA4; = 0, es wird also eine globale Zweiform
K (V) € Q* (M) definiert mitr (K (V)) = dA. Sie hei3t die Krimmung des Zusammen-
hangsV. Ihre Definition ist unabhéngig von allen Wahlen, da Gleichiing (48) ja gerade
besagt, dass4l, = dA; ist fur vollig beliebige Untermengeti;, U; und Schnittes;, s;.

Einen Zusammenhang mit Krummung K (V) = 0 nennen wir flach. Die Krim-
mung des Zusammenhands + « fur eine Einforma € Q' (M) ist K (V+a) =
K (V) +da.

Eine Verbindung zwischen der Krimmung eines Zusammenhangs und der Chern-
Klasse des zugrundeliegenden Geradenbtindels wird festgestellt in dem folgenden
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SATz 3.2E (Weil, Kostant).In einem hermiteschen Geradenbtndel— M mit Zu-
sammenhan®’ definiert die Krimmundy (V) eine integrale Kohomolgieklasse, deren
Urbild unter dem Homomorphismus : H? (M,Z) — H2, (M) gerade die Chern-

Klasse cliL) des Geradenbundels ist. Es gelten die folgenden Rechenregeln:
(1) Isomorphe hermitesche Geradenbundel mit Zusammenhang haben dieselbe Krim-

mung.

(2) Die Krimmung des Zusammenhangs+ V, auf dem Tensorprodukt zweier hermi-
tescher Geradenbindel mit Zusammenhangeibzw.V, ist die Summe der Krim-
mungen vorV; undV,.

(3) Die Krimmung des dualen ZusammenhaXgsst das negative der Krimmung von
V.

(4) Die Krimmung eines mit einer Abbildung: M — N zurlckgezogenen Ge-
radenbindeld. — N mit Zusammenhany ist die zurickgezogene Krimmung

K (V).
BeweisDer Satz folgt spater aus Korollar 3H2ind dem Satz 34 O

3.2.4 Klassifikation von hermiteschen Geradenbiindeln mit Zusammenhizat)-
dem hermitesche Geradenbiindel mit Zusammenhang durch ihre Chern-Klasse eine cha-
rakteristische Klasse /% (M, Z) haben, der Zusammenhang eine KrimmungV)
bestimmt, und diese beiden Daten Uber den letzten Satz zusammenhéangen, haben wir
schon eine weitreichende Analogie zur Deligne-Hyperkohomologie im Griedtge-
stellt. Wir versuchen nun, diese Verbindung zu erharten, und bestimmen eine Deligne-
Klasse aus einem gegebenen hermiteschen GeradenliimieZusammenhany .

Dazu sei wiedetl = {U,},_, eine offene Uberdeckung val mit Einheitsschnitten
s; + U; — L% und entsprechenden Ubergangsfunktiogen: U; N U; — U (1).
Die Schnitte bestimmen lokale Zusammenhangsforahea Q' (U;), und auf Schnitten
U;NU; # 0 qilt @) Wir gehen wieder in die Terminologie d&ech-Kohomologie
iiber, haben also einen Kozykgle C* (4, U (1)) und eine Koketted € C(sL, Q). In
diesen Ausdriicken lautgt (481— dlog(g) = 0. Das ist genau die Kozykelbedingung
D(g,A4) = 0 an das Elementg, A) € Tot'C* (4,Z(1)3},), es reprasentiert damit eine
Klasse

del(L,V) :=[(g, A)) € A" (M, Z(1)}).

LEMMA 3.2F. Die aus dem hermiteschen Geradenbunfiehit Zusammenhany’
konstruierte Deligne-HyperkohomologieklassefieV) € H' (M, Z(1)},) istunabhan-
gig von der Wahl der offenen Uberdeckung und der Schaitte

BeweisBeziiglich der Unabhéngigkeit von der Wahl der Uberdeckung argumentieren
wir genauso wie zum Beweis von Lemfna B| Bei der Wahl anderer Schnitt¢: U; —
L* hatten wir dort Funktionen\; : U; — U (1) gefunden mits; = \; - s, undg =
g - \; - A;'. Dann wissen wir bereitd; — A} = dlog\;, es gilt also
(9,4)=D(N) + (¢, A),

das heil3t(g, A) und(¢’, A") definieren dieselbe Deligne-Hyperkohomologieklassél
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Wir wollen auch umgekehrt wieder ein hermitesches Geradenbtindel mit Zusam-
menhang aus einem Deligne-Kozykgl, A) € Tot'C*® (4, Z(1)},) konstruieren. Das
hermitesche Geradenbuindel mit mit Schnitten: U; — L* und Ubergangsfunk-
tionen g;; kennen wir bereits. Darauf definieren wir lokale Zusammenh&igeurch
Vis; = %Ai ® s;. Auf Uberschneidunged; N U; mit s; = g, - s; haben wir

1
Vi(si) = Vjlgij-si) = gij- T4 ® s +dgy; ® s,
1 1

die V; kleben also zu einem globalen Zusammenh®mgusammen. Rekonstruieren wir
aus diesem Zusammenhang wieder lokale Zusammenhangsformen, so ergeben sich aus
der letzten Gleichheit sofort di¢; zurick.

Zur Klassifikation von hermiteschen Geradenbiindeln mit Zusammenhang missen wir
nun noch den Bezug zwischen den Deligne-Hyperkohomologiegruppen und den Isomor-
phieklassen von hermiteschen Geradenbiindeln mit Zusammenhang herstellen. Als Vor-
aussetzung daflr betrachten wir wieder zwei als hermitesche Geradenbindel mit Zusam-
menhang isomorphe Blindel: L, — L, mit Zusammenhangew; undV,. Aus den
Schnittens; : U; — L; mit Ubergangsfunktione@ij konstruieren wir wieder neue
Schnittea 0 s5; : U; — L, mit denselben Ubergangsfunktionen. Es seigriokale
Zusammenhangsformen van, bezuglich der Schnitte;. Die lokalen Zusammenhangs-
formen im Bundel, werden konstruiert durch

Viy(aos) =(1®@a)Vi(s) = (1®a) (%Ai(@si) = ilAi ® (o s;)

Der Zusammenhany, hat also bezuglich der Schnitteo s; dieselben lokalen Zusam-
menhangsformen. Isomorphe hermitesche Geradenbindel mit Zusammenhang definieren
damit denselben Kozykel in der Deligne-Hyperkohomologie.

Dann muissen wir das triviale Bindel mit dem trivialen Zusammenhang untersu-
chen. Dazu hatten wir bereits lokale Schnitte : U; — U (1) gewahlt, die den
Kozykel g = ds~! bilden. Wir berechneiVs; = ds; ® 1 = s;'ds; ® s;, daher ist
A = —ils;ldsi = — dlog(s),. Damit ist die Deligne-Klasse des trivialen Blindels
[(90s~", —dlog(s))] = [-D (s)] = 0.

Auf dem Tensorprodukt; ® L, zweier hermitescher Geradenbindel mit Zusammen-
hangenV, bzw. V, hatten wir den Zusammenhaig + V., definiert. Es seien wieder
s; : Uy — LT und § : U; — L3 Einheitsschnitte mit lokalen Zusammenhangsformen
A; und A;, die Schnittes; ® s; im BundelL; ® L, definieren. Wir haben sofort

1
(Vl +V2) (Si ®8;) = Si®V28;+vlSi ®S; = I_ (AZ‘{'A]) . Si®8;

Damit ist die Deligne-Klasse des Tensorproduktes die Summe der Deligne-Klassen der
Faktoren.
Jetzt kdbnnen wir schon den entscheidenden Satz formulieren:
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SATZ 3.2G (Deligne).Die Gruppe der Isomorphieklassen von hermiteschen Gera-
denbindeln mit Zusammenhang ist vermittels der Deligne-Klasse isomorph zur Deligne-
Hyperkohomologiegruppg™ (M, Z (1)},).

BeweisWir haben die Zuordnung dgdl, V) konstruiert und gezeigt, dass sie ein
Gruppenhomomorphismus ist. Seine Surjektivitdt haben wir durch die Konstruktion eines
hermitschen Geradenbiindels mit Zusammenhang zu einer gegebenen Deligne-Klasse ge-
zeigt. Wir miissen noch zeigen, dass sie injektiv ist, und nehmen ein BlmaigZusam-
menhangV an, so dass dél, V) = [(g, 4)] = 0 ist. Es gibt also ein\ € C° (4, U (1))
mit D(\) = (6\,dlog(\)) = (g, A). Wir wissen bereits, dass ein triviales Blndel ist
und konnen daher einen IsomorphisnausC — L von hermiteschen Geradenbindeln
tber M wahlen. Um zu zeigen, dassauch ein Isomorphismus von hermiteschen Ge-
radenbiindeln mit Zusammenhang ist, miissen wir die Bedinguhg (46) Uberprufen. Dazu
wahlen wir die Einheitschnitte; : U; — U (1) im trivialen Bindel und bekommen
Schnittea o \; : U; — LT in unserem Blndel. Wir berechnen

V(o) =X"'d\®@(ao)) = d\®(aol)
1@a)(dy®1)=(1®a) V',

also ista vertraglich mit den Zusammenhang®rauf L und V** auf C. O]

KOROLLAR 3.2H. Aus den Definitionen folgen unmittelbar die beiden Verbindungen
von geometrischen und kohomologischen Daten

ch (L) = char (del (L,V)) und K (V)= curv (del (L, V)).

3.2.5 Holonomie von GeradenbindelBa jedes hermitesche Geradenbindéber
M mit Zusammenhany eine Deligne-Klasse definiert, und jede Deligne-Klasse einen
wohldefinierten Begriff von Holonomie mit sich tragt, folgt, dass wir flr ein solches Bln-
del die Holonomie
hol (L, V,¢) := hol (del(L, V), ¢)

um geschlossene Kurven: S — M definiert haben. In dieser Definition ist unmit-
telbar klar, dass die Holonomie eines hermiteschen Geradenbiindels mit Zusammenhang
nur von der durch. undV bestimmten Isomorphieklasse abhangt.

Eine U (1)-Eichtheorie wird durch ein hermitesches Geradenbuhdelit Zusam-
menhangV definiert, und die Amplitude im Pfadintegral eines Teilchens auf einer ge-
schlossenen Trajektorig: S — M setzen wir wie angekundigt auf

exp (i S[¢]) := hol (L, V, ). (49)

Sofort kdnnen wir unsere beiden Spezialfalle nachprifen, ndmlich zuerst den Fall, das ein
globales Eichpotentiall existiert mit ¥ = dA. Dann liegt der am Ende von Abschnitt
behandelte Fa[l (#2) einer trivialen Deligne-Klass¢/déV) vor und wir haben

hol (L,V, ¢) = exp <ie/ gb*A) : (50)
Sl
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also genau den Term, mit dem wir flr diesen trivialen Fall pgi (2) angefangen haben.
Gehen wir zu einer Kreisscheilie tiber und wéhlen eine Fortsetzung D — M der
Teilchentrajektorie, so haben wir hier gemgld (43), und wig]in (3) angekundigt,

hol (L, V, ¢) = exp (ie/ 5*1«") .
D

Jetzt wollen wir uns noch ansehen, was der Holonomiet¢rm (49) lokal bedeu-
tet. Dazu bietet sich eine Rechnung i@ech-Deligne-Doppelkomplex an, der ja ge-
rade bezuglich einer Uberdeckunty = {U;},., definiert war. Diese wahlen wir so
fein, dass Schnitte in das Geradenbiindel existieren, und wir einen Deligne-Kozykel
(g,eA) € Tot'C*(U,Z(1)},) betrachten kénnen, der die Deligne-Hyperkohomologie-
klasse d€lL, V) reprasentiert.

Dann teilen wir die Teilchentrajektorig: S — M in so kleine Stiickés, } ., auf,
dass jedes Stuck (s, ) vollstandig in einer der Teilmengér enthalten ist, und wahlen
fur jedesa € A einen Index () mit ¢ (s,) C Uj(a). Flr die Punkte € S', an denen
zwei Stlicke aufeinanderstof3en, wahlen wir ebenfalls einen lingigxmit ¢ (p) € Uy,

Dann lautet die Holonomieformdl (41)

hol (L, V, ¢) —explZ/ 0,

a€A

wobei die Zweiformp € Q? (X) so gewahlt ist, dass die Klassan(o) und¢* [(g, eA)]
gleich sind. Das bedeutet, dass es ein ElenfentTot 'C*(4l, Z (1)},) gibt, so dass

¢ (9,eA4) + D (f) = (1,7 (0)) (51)

ist. Wir entnehmen in der zweiten Komponente

0ls, =7 (0)i) = € " Aie) + dlog(f);,

Unter Verwendung des Stokes’schen Satzes ist dann

expl/ dlog( f Z(a)— H fa(ap

PEDSq

wobeie (o, p) € {£1} positiv ist, wenrp Endpunkt vons,, beziglich der Durchlaufrich-
tung ist und negativ, wenm Anfangspunkt ist.
Damit haben wir den Holonomieterm umgeformt zu

iy [ o= ew (./ 5 A ) IT .

acA acA PEDSa
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Zuletzt verwenden wir noch die erste Komponente Jorj (51), aus dieser entnehmen wir
némlichf; = ¢*g;;' - f;. Das ergibt das Produkt

ITIT 57 =TI I1 @ ocsam) - ™

a€A pEdsqy a€EA pEDsn

In diesem Produkt tritt fir jedes € A jeder Punkp € Js, genau zweimal auf, ndmlich
einmal als Endpunkt eines Stickes und einmal als Anfangspunkt des anschlie3enden
Stiickess 3. Die Termefiigf)“’p) multiplizieren sich also fir jedeszu 1, nachdenz (a, p) =

—e (3, p) ist. Es verbleibt die folgende Formel,

hol (L, V,¢) = [ [ exp (Ie/ ¢ Ai(a ) [T ¢ gt (52)
a€EA

PEDSa

die nur noch von den gegebenen Ubergangsfunktigneand den lokalen Zusammen-
hangsformem;,, abhangt.

Wenn also kein global definiertes Eichpotentiaéxistiert, so dass wir den Terin {50)
nicht verwenden kdnnen, erzeugt die Holonomie des GeradenbihdalsZusammen-
hangV in (52) lokale Eichpotentiald;, und liefert zusétzlich die Dateyy; fir Eichtrans-
formationen);; := log (g;;) zwischen den lokalen Eichpotentialéln und A; auf einem
Uberlapp ihrer Definitionsbereiche, namli(4z8;)n—> Aj = A+ dAy;.

An dem AusdrucK(52) sieht man auRerdem durch Vergleich mit zum Beispiel Lemma
6.1.2 in [Bry], dass die hier Gber die Deligne-Hyperkohomologie definierte Holonomie
von Geradenbtindeln mit der normalerweise Uber einen Paralleltransport entlang der Kur-
ve ¢ definierten Holonomie Ubereinstimmt. Wir haben in dieser Arbeit den Zugang tber
die Deligne-Hyperkohomologie gewahlt, da so die Analogie zu den noch zu behandeln-
den Gerben besser sichtbar ist.

3.3 Gerben mit Zusammenhang und Kurvung.Wir haben bisher eine Kohomo-
logietheorie, die Deligne-Hyperkohomologietheatie (M, Z (n)},), kennengelernt, und
geometrische Objekte, namlich hermitesche Geradenbindel mit Zusammenhang, deren
Isomorphieklassen durch die Kohomologiegruppen im Qréthssifiziert werden. Eine
Deligne-Klasse vom Grad konnte eine Holonomie um eirkledimensionale Mannigfal-
tigkeit messen, und im Gradeignete sich diese gut dazu, die Amplitude der Kopplung
eines punktformigen Teilchen mit eindimensionaler Weltlinie anléii )-Eichfeld an-
zugeben.

Wir gehen nun zu eindimensionalen Strings mit zweidimensionaler Weltflache Uber,
und vermuten, dass sich die Amplitude der Kopplung eines solchen Strings an ein Hin-
tergrundfeld durch die Holonomie einer Deligne-Klasse im @radschreiben laf3t. Des-
halb fragten wir in der Einleitung nach geometrischen Objekten, die in irgendeiner Weise
durchH? (M, Z (2)3,) Klassifiziert werden. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass
es sich hierbei um Gerben mit Zusammenhang und Kurvung handelt.
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Von rein mathematischem Interesse ist die Frage nach geometrischen Objekten, die
durch die Deligne-Kohomologietheorie in beliebigen Graélédassifiziert werden. All-
gemein nennen wir solche ObjekteGerben, so sind also hermitesche Geradenbiindel
mit Zusammenhang Eins-Gerben, und die Gerben in unserem Sinne mit Zusammen-
hang und Kurvung sind Zwei-Gerben. Null-Gerben waren Objekte, die durch Deligne-
Hyperkohomologie im Grad Null klassifiziert werden; es ist aber leicht einzusehen, dass
H°(M,Z(0)},) = H°(M,U (1)) ist, solche Objekte sind also nicht andereslald )-
wertige Funktionen aui/.

3.3.1 Gerben.Die Entstehungsgeschichte von Gerben beginnt Anfang der 70er Jahre
dieses Jahrhunderts, als J. Giraud nicht-abelsche Kohomologie unterguthte [Gi]. In Bry-
linskis Arbeiten Anfang der 90er Jahre und in seinem B{ich][Bry] wurde die Idee von
Gerben wieder aufgenommen. Demnach sind Gerben Faserbundel, deren Fasern Grup-
poide, also eine bestimmte Art von Kategorien sind. 1994 hat Michael K. Murray Bun-
delgerben eingefuhrf [Mu], und gezeigt, dass man aus jeder Biindelgerbe eine Gerbe im
Sinne Girauds und Brylinskis konstruieren kann. Biindelgerben sind also etwas speziel-
lere Gerben, die aber den Vorteil besserer Zuganglichkeit haben. Fur unsere Zwecke sind
Bundelgerben vollig ausreichend.

Wir werden uns au3erdem auf die Arbeiten von K. Gawedzki und N. Reis[GaRei] und
von E. Meinrenker[JMei] beziehen, in denen ebenfalls Blindelgerben verwendet werden.
Dabei findet man durchaus unterschiedliche Definitionen, von Blundelgerben selbst wie
auch von Begriffen wie Isomorphie und stabiler Isomorphie von Gerben.

Die in dieser Arbeit angegebenen Definitionen orientieren sich nicht ausschlief3lich
an einer dieser Arbeiten, wir versuchen vielmehr, die fir uns sinnvollsten Definitionen zu
treffen.

Wir beginnen wieder mit einer Mannigfaltigkeif. Nachdem im Zusammenhang mit
zurtickgezogenen Buindeln schon mehrmals der Begriff des Faserproduktes augetreten ist,
geben wir hier nochmal die allgemeine Definition an. Das Faserprodukt zweier Mengen
Y undY mit Abbildungenr : Y — M undT : Y — M ist die Untermeng&” x,, Y
vonY x Y, die aus Paaren von Punkten mit gleichem Basispunkt besteht, also

Y xy Vo= {(y,@’)er?m(y):%@}.

Mehrfache Faserprodukte vanmit sich selbst bezeichnen wir rrﬁﬂvlﬂ.

AulRerdem hatten wir schon die Abbilduiag eingefiihrt, die aus einem Tupel von
Elementen daste weglafit, wie zum Beispié); : YA[j’] — Yﬂ[j] far< = 1,2, 3 im Punkt
3) der anschlieRenden

DEFINITION 3.3A. Eine hermitesche Bundelgerlsg Gber M ist ein TupelG =
(Y, L, i), bestehend aus

1) einem differenzierbaren Bindel: Y — M, Welches lokale Schnitte erlaubt,
2) einem hermiteschen Geradenbungell — v und
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3) einem assoziativen Isomorphismus
p:0'L® oL — 0L

von hermiteschen Geradenbuindeln ub’éfﬂ

Von jetzt an werden wir uns aus Bequemlichkeit mit dem Wort Gerbe auf diese Definition
beziehen. Weiter nennen wirden Buindelraum und die Gruppoidstruktur auf..

In Murrays ursprunglicher Definition wird die Gruppoidstrukjutokal angegeben.
Dazu nimmt man einen Punkt, y, z) € Y]E], und wertetu faserweise aus. Dann ergibt
sich ein Isomorphismus

Mg,z * Llayy ® Ll — L

z,2)

von Vektorrdumen. Diese Definition benotigt allerdings die Forderung einer Art Diffe-
renzierbarkeit bezuglichr, y, z), die bei unserer, globalen Definition automatisch erfullt
Ist.

Wir veranschaulichen Gerben in einem Diagramm der Art

Um zu zeigen, dass es Gerben gibt, kann man sich zum Beispiel ein differenzierbares
Faserbundet : Y — M vorgeben, und dann aus jedem hermiteschen Geradenbiindel
K — Y eine Gerbé ({f) konstruieren. Dazu bilden wir mit den Abbildungén 0 :

YE] — Y das Geradenbundel
t(K):=0,"K®0, 'K~
UberY][j]. Im Diagramm haben wir

K, K* t(K)

,

2
TTYA[}
M
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Dann mussen wir eine Gruppoidstrukjuikonstruieren, also einen Isomorphismus von
Geradenbundeln
w03t (K) @07 (K) — 05 't (K).

Der Definitionsbereich vereinfacht sich mit den ftir Abbildunge\lﬁﬂJ — Y glltigen
Identitatend; o 05 = 0y 0 0; UNdD; 0 9; = 0y 0 Dy ZU

0, 0, 'K @ 0710, (K* @ K) ® 0y "0, T K™,

Wir setzen
wi=1x®kan® 1,

wobei kan: K* @ K — C die kanonische Paarung von dualen Vektorrdumen ist. Dann
ist
p (05 (K) @07t (K)) =0, (0, 'K @ 07 K*) = 05"t (K),

so dass wir eine Gerbg(#) := (Y, ¢ (K), 1) iberM definiert haben.

In diesem Abschnitt werden wir einige grundlegende Operationen mit Gerben einfuh-
ren, und beginnen mit dem Zurtckziehen von Gerben. Dabei unterscheiden wir zwischen
dem Zurtickziehen mit einer Abbildung: X — M in den Basisraum, was eine Gerbe
uber M zu einer Gerbe UbeX zuriickziehen wirde, und einem Zurlckziehen, das nicht
am BasisraumV/, sondern am Bindelrauni von G ansetzt. Wir beginnen mit dieser
zweiten Moglichkeit, die wir inneres Zurtickziehen nennen. Es sei@lsdY’, L, i) eine
Gerbe Ubed/ mit Bundelraumr : Y — M. Dazu nehmen wir ein weiteres differenzier-
bares Faserbiindel: 7 — M und eine stetige, fasertreuen Abbildupg 7 — Y/,
sie erflllt alsor o ¢ = 7. Durch ¢ erhalten wir komponentenweise eine Abbildung
0?2 Z¥ — v mit der wir L zu einem hermiteschen Geradenbiintigt= (©2) ™' L
Ubeer[f} zurtickziehen.

L, L

|
==z —yz=——vy}

|

M=—M

Zur Definition einer Gruppoidstruktur auf, verwenden wir die Identitat von Abbildun-
gen
aio<p3:<p208i:Z][S{]—>Y]\[j], (53)

und, dass die mip? als Isomorphismus von hermiteschen Geradenbiindeln zurtickgezo-
gene Gruppoidstruktur

e = (%) 1 (0% 05 e (%)

oL — (gp3)71 Oy 'L
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dadurch zu einer Gruppoidstruktur
Heo - 83_1[’42 ®0; 'L, — 0y 'Ly

auf L; wird. Damit isti,, (G) := (Z, Ly, 11,) die durch inneres Zuriickziehen mgiter-
zeugte Gerbe Ubev!.

Naturlich wollen wir Gerben auch auf andere Basisrdume zuriickziehen. Daxu sei
eine Mannigfaltigkeit und’ : X — M eine stetige Abbildung. Zuné&chst ziehen wir das
Faserblndet : Y — M zurlck, und erhalten das FaserbungielY = X x,, Y. Auf
ihm haben wir die Abbildungen := 9, : f7'Y — Y und7® = fo 0y : f71Y — M.
Dabei istp als Abbildung des Faserbiindéls f~'Y — M nachY fasertreu, nachdem
f~1Y gerade so definiert ist. Damit kénnen wir das innere Zuriickziehen von Gerben
verwenden, und erhalten die Gerp&j := ('Y, L,, ) UberX.

Mit dem folgenden, rein technischen Lemma machen wir uns die Gruppoidstruktur
auf dem Geradenbiindel einer Gerbe nutzbar.

LEMMA 3.38. Es seil. — Y, ein hermitesches Geradenbiindel iiber dem zweifa-
chen Faserprodukt volr mit sich selbst ung. eine Gruppoidstruktur auf. Die Abbil-
dung

fit Y == Vit (s gi) 7 (s 91)

kehre die Reihenfolge der Eintrage in einérfupel um. Dann bestimmt die Gruppoid-
struktur iz einen Isomorphismus von hermiteschen Geradenbiindehy ' L — L*.

BeweisWir definieren die Hilfsabbildungen

he o Yy — Y (@) — (2,9,9)
he @ Vi) — Y (2,y) — (y,2,9)

und ziehen mit ihnen die Gruppoidstruktur als Isomorphismus von Geradenbiindeln zu-
rick. Dann erhalt man zum einen mithilfe der ldentidgto A, = 0, o hy = 1 den
Isomorphismusiiy : L ® hy'0;'L — L, diesem wiederum entnehmen wir den Iso-
morphismus

t:hitoy'L — C.

Im Bild von 0, o h, liegen die Elemente der Form, =) € YE], damit bestimmt die Grup-
poidstruktur kanonische Vektorraumisomorphismen der Fasgpn, = C. Zum zweiten
erhalt man tber die mit, zuriickgezogene Gruppoidstruktifu mit 0y o hy = 0y o hy,
sowie den Feststellungél o ho = ko UNd O, 0 hy = 1 einen zweiten Isomorphismus

B=tohiu:k,'L® L — C.

Dieser bestimmt den Isomorphismus der BindglL und L*. O
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Die Eigenschaften der Abbildung, kénnen wir zur Definition einer dualen Gerbe
verwenden. Zu einer gegebenen Geagbe (Y, L, 1) nehmen wir dazu denselben Bindel-
raumY’, und das duale hermitesche Geradenbundel— YE]. Die Gruppoidstruktuy:
ziehen wir als Isomorphismus von hermiteschen GeradenbUndelﬁrﬁbaﬁt k3 zurick,
und erhalten einen Isomorphismus

kap s kg 05 L @ ky 'O L — k305 L.
Man sieht leicht die Vertauschungsregeln
830/{3:I{2081, (910/{3:%2083 und 820H3:K2062

ein, mit denen wir Uber die Verkettung mit der (fur endlich dimensionale Vektorrdume
kanonischen) Austauschabbilduag : A ® B — B ® A fur Tensorprodukte die ge-
wunschte Gruppoidstruktur

o= kipoexr: ;' L* @ 0 'L — 0y ' L*
auf der dualen Gerbg* = (Y, L*, u*) erhalten.

Zum Vergleich mehrerer Gerben benétigen wir wieder den Begriff der Isomorphie.
Und zwar nennen wir zwei Gerbeh = (Y, L, u) und’H = (Z, K, v) isomorph, wenn
die Bundelrdume ubereinstimmen und wenn es einen Isomorphismus — K von
hermiteschen Geradenbiindeln UM# = Zj[@] gibt, der mit den Gruppoidstrukturen
undv vertraglich ist in dem Sinne, dass

vo(dia®dia) =030 (54)

als Isomorphismen; 'L ® ;'L — 9, K von hermiteschen Geradenbiindeln gleich
sind.

Analog zu trivialen Geradenbundeln nennen wir eine G&tbe (Y, L, u) trivial,
wenn es ein hermitesches Geradenbiitiel— Y gibt, so dass die Gerb&hundt (§)
isomorph sind. In diesem Fall nennen wir das Geradenbifdel—~ M eine Triviali-
sierung der Gerbg. Trivialisierungen von Gerben sind nicht eindeutig durch die Gerbe
bestimmt, wie das folgende Lemma zeigt.

LEMMA 3.3c. Die hermiteschen Geradenbiindel— M Uber M operieren transi-
tiv auf den moglichen Trivialisierungen einer festen Geybe

BeweisWir definieren zunadchst die Operatiender hermiteschen Geradenbiindel
uber M auf den Trivialisierungen. Dazu sdiein solches Bundel und™ eine Triviali-
sierung vong = (Y, L, ). Wir setzenJ x K := K @ n~1.J, wobeir : ¥ — M die
Projektion des Bindelraumes v@rist. Das ergibt ein hermitesches Geradenbtindel Giber
Y. Nach Definition ist

t(JxK)=0;"K® (m0dy) ' JRI'K*® (mrody) " J,
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da aberr o 0, = 7o 0, ist, wird Uber die kanonische Paarung kan ein Isomorphismus von
hermiteschen Geradenbindelfy « K) — ¢ (K) bestimmt, der automatisch mit den
Gruppoidstrukturen der trivialen Gerben vertraglich ist. Damit sind die Gefrbé)w und
t ({,*K) isomorph, und/« K — Y ist eine Trivialisierung voig. Es seien nuik’; und K
zwei Trivialisierungen vorg. Das bedeutet, dass die hermiteschen Geradenbtifide)
undt (K3) UberY]\[j} jeweils isomorph zuU. sind, also auch isomorph untereinander. Es
gibt also einen Isomorphimus von hermiteschen Geradenbiindeln

a: 0y K ® 0 Ky — 0, 'Ky ® 07 'K,
aus dem wir durch Umsortieren einen Isomorphismus

a0, (K Ky) — o7 (K ® K))

entnehmen. Das heil3t, dass die Fasern des Buddgl® K, uber Punktery,y’ mit

(y, ) € Yﬂ[j] vermittelsa isomorph sind. Wir kénnen daher ein hermitesches Geraden-
bindelJ — M konstruieren mit Fasern

J,= [ KGekK),/ a
yer—1(z)
Dannistr~'J = K} ® K, und die Operation vod auf die TrivialisierungK, ergibt
J*K2:K2®K§®K1:K1 ]

Weiter wirden wir gerne aus zwei gegebenen Gerer- (Y, L,u) und H =
(Z, K,v) eine neue Gerbé & H konstruieren. Fur dieses Tensorprodukt verwenden wir
als Bundelraum das Faserproduikix 5, Z mit den beiden Projektione® : Y x,, Z —
Yundod, : Y x) Z — Z. Wir mussen jetzt ein hermitesches Geradenbiindel tUber

(Y X Z)Ef} konstruieren. Durch komponentenweises Anwendendsaimd 0; bekom-
men wir Abbildungen

92 - (Y xy 2 — 7
82 - (Y xy 2 —vf
und konstruieren damit das hermitesche Geradenbiindel
Lo K :=(3)"'La @) K— (Y xu2)5.
Im Diagramm haben wir aul3en die beiden Gerben, und in der Mitte das Tensorprodukt:
L<——(05)7'L® (0})"'K —K

A R

P
/YJ\E] : (Y xp Z)EQW];)ZJ[\Z]\
Y % Y xy Z o 7

| | l

M M M
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Die Gruppoidstruktur definieren wir als den Bundelisomorphismus
Ry V= ((83)*;1@ (8?)*1/) o(l®exr®1).

Diese Abbildung ist wohldefiniert und erflillt die gewiinschten Eigenschaften, da it (53)
flr ¢ = 0; der Definitionsbereich das vierfache Tensorprodukt

05 Loy K)o (Ley K)
= (33) "oy L (83) 05 K @ (3) oy L (93)or'K

ist, iIndeml ® k, ® 1 die beiden mittleren Faktoren vertauscht. Dann bleibt
(38) " (' Leor'L) @ (3F) " (05K @ 07 'K),

worauf wir links mit(93)" 1 und rechts mit mi{9?)" v wirken. Unter nochmaliger Ver-
wendung von[(53) ergibt sich dann

()" (') @ (37) " (0" K) = 0, (Lo K,
das heif3t, wir haben eine Gruppoidstruktur
p@y vy (Lo K)®or (Ley K) — 0, (L &y K)
definiert. Damit haben wir das Tensorprodukt
GOH=Y xuZ, Loy K, pn®@uyv)
konstruiert.

An dieser Stelle kdnnen wir schon einsehen, dass der Begriff von Isomorphie von
Gerben nicht dieselbe Bedeutung hat wie bei Geradenbuindeln. Das Tensorprodukt einer
GerbeG mit einer trivialen Gerbe (£) ergibt namlich eine Gerbg ® ¢ ({), die im
Allgemeinen nicht isomorph zur Gerlggist, da die Blindelraume vah ® ¢ ({f) undg
unterschiedlich sind. Insbesondere sind zwei triviale Gerben nicht unbedingt isomorph.
Es ist also mit den hier eingefiuhrten Begriffen nicht moglich, auf der Menge der Isomor-
phieklassen von Gerben eine Gruppenstruktur zu definieren. Dieses Problem wird auch
nicht dadurch geldst, dass man, wie z.B.in[CaJoMu], in der Definition von Isomorphie
von Gerben unterschiedliche Bindelraume zulaf3t.

Wir missen den strengen Begriff von Isomorphie von Gerben lockern und zu groR3eren
Aquivalenzklassen tibergehen. Bei der Klassifizierung von Vektorbiindeln hoherer Ran-
ge, wo sich &hnliche Probleme ergeben, geht man zum Begriff der stabilen Isomorphie
uber. Bei Geradenblndeln ist Isomorphie und stabile Isomorphie dasselbe. Wir lassen uns
dadurch zur folgenden Definition motivieren.

DEFINITION 3.3D. Zwei Gerberg undH tUber M heif3en stabil isomorph, wenn die
GerbeG @ H* trivial ist.



66 GERBEN MIT ZUSAMMENHANG UND KURVUNG

Fur zwei stabil isomorphe Gerb&h= (Y, L, u) und’H = (Z, K, v) bedeutet diese
Definition, dass es ein hermitesches Geradenbisidel~ Y x,; Z gibt, so dass die
Gerbeg ®H* und die triviale Gerbe ({.. . ,) isomorph sind. Ein solches Geradenbiindel
nennen wir einen stabilen Isomorphismus ¥bnach.

Wir sehen sofort, dass die oben angesprochenen Probleme durch diese Definition ge-
I6st werden. Zwei triviale Gerben(1:) undt (%) sind stabil isomorph, wobei das Gera-
denbiindel @ J* — Y x, Z ein stabiler Isomorphismus ist. Eine Gehe t (£ ) ist
stabil isomorph zur Gerbg@, wobei K — Y ein stabiler Isomorphismus ist.

Im Vergleich von Isomorphie mit stabiler Isomorphie zeigt sich, dass zwei isomorphe
Gerbeng und’H auch stabil isomorph sind. Dazu nehmen wir ihr Tensorproduk#hit
danach sindj ® H* und’H ® H* isomorphe Gerben. Istt = (Y, L, 1), dann ist der
BlUndelraum vorH ® H* gerader, und das hermitesche Geradenbindel7dwh H*
ist das Bundeld}) ' L (83)' L* = ¢ (). Also sind die Gerben(“, ) und® @ H*,
und damit auchl(f/m) undg ® H* isomorph, das heil$f und’H sind stabil isomorph.

M

Jetzt zeigen wir noch, dass stabile Isomorphie eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der Gerben ubek/ definiert.

a) Reflexivitat. Eine Gerb& ist stabil isomorph zu sich selbst, da das Tensorprodukt

G ® G* - wie gerade gesehen - eine triviale Gerbe ist.

b) Symmetrie. Angenommen, zwei Gerbérund H mit Bundelrdumert” und Z sind

stabil isomorph, und das Geradenbiindel— Y x ;7 ist ein stabiler Isomorphismus

von G nach’H. Dann ist das Bunddl* — Z x,,; Y ein stabiler Isomorphismus von

H nachg.

c) Transitivitat. Es seien jeweils die GerbénH undH, Z stabil isomorph mit stabilen

Isomorphismen, — X x,; YundK — Y x Z.DannistL @ K — X X Z

ein stabiler Isomorphismus v@hnachZ.

Wir kénnen also von Aquivalenzklassen beziiglich stabiler Isomorphie, oder auch sta-
bilen Isomorphieklassen sprechen. Das Tensorprodukt von Gerben definiert eine Grup-
penstruktur auf den stabilen Isomorphieklassen. Das Einselement ist die stabile Isomor-
phieklasse der trivialen Gerben. Die zu einer stabilen Isomorphieklasse inverse Klasse
wird vertreten durch die zu einer Vertretergerbe duale Gerbe.

LEMMA 3.3t (Gawedzki, Reis[[GaRei]Es seient : Y — M und7: Z — M
differenzierbare Bundel und : 7 — Y eine fasertreue Abbildung. Jede Gerenit
BundelraumY” ist stabil isomorph zu der durch inneres Zurtickziehen erzeugten Gerbe

ip (9).

BeweisWir ziehen das Geradenbundel — YE] mit der Abbildung(idy, ¢) :
Y Xy 24— Yﬂ[j] zurtck. In die Wohldefiniertheit dieser Abbildung geht ein, dass
fasertreu ist. Wir zeigen, dass das zurickgezogene Geradenblndel ein stabiler Isomor-
phismus ist. Die durch es erzeugte triviale Gerbe hat den Biindelrawyy Z und das
Geradenbindel

t((dy x ) L) = 0, (idy,¢) L@ (idy, ) L.
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Wir konstruieren einen Isomorphismus zwischen diesem Geradenbiindel und dem Gera-
denbiindel der Gerb@ ® i, (G)" mit dem Buindelraum

Loy L,= ()" Le @) (¥ L
durch Verwendung der Gruppoidstrukturerauf L und p* auf L*. Wir definieren die
Abbildungen
(677 :84O(idy,@)21(YXMZ)E\2/}—> ]\[;[0’]
o o =00 (idy, @) (V xu )5 — V]

und stellen die folgenden Identitaten fest:

a32320044 830044:(1(31)/790)082
@20832820(11 810011:(1(13/790)081

AulRerdem haben wi¥; o ay = 03 o a7 und damit einen Isomorphismus

(i) @ (i) (@) Le (pPod?) L —
Oy (idy, o) " Lea'or (L@ L) @ o7 (idy, ) ' L.

Wenn wir diesen Isomorphismus mit der kanonischen Identifizierung in der Mitte des
Tensorproduktes verketten, haben wir den gesuchten Isomorphismus

(lekan® 1) ((ozz,u)_l ® (ozf,u*)_l) : L@y Ly, — ¢ ((idy x @) L)

gefunden. Die Gerbé®i,, (G)* damit trivial, das hei3§ undi,, (G) sind stabil isomorph.
]

3.3.2 Die Dixmier-Douady-Klasse einer Gerbm &hnlicher Weise, wie wir hermite-
schen Geradenbindeln charakteristische Klassen zugeordnet haben, wollen wir nun auch
Gerben, ahnlich der Chernklasse eines Geradenbilindels, eine charakteristische Klasse zu-
ordnen, die Dixmier-Douady-Klasse.

Geben wir uns eine Gerbg = (Y, L, x) mit Bundelraumr : Y — M vor und
wahlen von vorneherein eine gute Uberdeckshg= {U;},_, von M; das wére nicht
unbedingt nétig, aber wir missten an eine beliebige offene Uberdeckung zusatzliche Be-
dingungen stellen.

Wir bilden die disjunkte Vereinigung der Teilmengen der Uberdeckung,

My = HU

i€l

Die k-fachen Faserprodukte dieser Mannigfaltigkeit sind

M)y = ] Ui
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wobei wir die Schreibweis¥;, ; = U;, N ...NU;, benutzen, um zu betonen, dass z.B.
U;; und Uj; unterschiedliche Zusammenhangskomponenter(m@[f} sind. Dail eine
gute Uberdeckung ist, kénnen wir Schnitte: U; — Y wahlen, aus denen wir eine
Abbildungs : My — Y : z € U; — s;(z) erhalten. Diese Abbildung ist faser-
treu beziglich der Projektionen naéh und erlaubt daher das innere Zuriickziehen der
GerbegG. Wir bekommen eine Gerbig (G) Uber M mit Bindelrauml/,, hermiteschem
Geradenbinddl, und Gruppoidstruktuy,.

Uij LS L
Ui (M )& — M, sy =— v
ij (My) g —= My =Yy

|

M=———M

Da wir eine gute offene Uberdeckung gewahlt haben, sind die zweifachen Schnitt-
mengenU; N U; zusammenziehbar, also sind es auch die Zusammenhangskomponen-
ten von My,. Auf jeder Zusammenhangskomponente kénnen wir damit Einheitsschnitte
o;j « U — LT wahlen. Die Vertauschungsabbildurg : (Mu)[f} — (Mu)gf} ordnet
einem Punktz € U; N U; in der Komponenté/;; denselben Punkt ity;; zu. AuBerdem
ist ky ' L, = L*. An die Schnitte kénnen wir also die Bedingung = x30;; stellen.

Betrachten wir nun eine dreifache nichtleere Schnittmdnige U; N U, und die In-
klusionen

81 : Uz’jk — Ujk, 82 : Uijk — U und (93 : Uijk — UZ]

Mit ihnen ziehen wir die entsprechenden, gewéhlten Einheitsschnitte zurtick zu Schnitten

* . -1
810jk . Uijk — (‘31 LS

* . -1
aQUik : Uljk — 82 Ls

* . -1
830'@' . Uijk: — 83 LS.

Mit der Gruppoidstruktur bekommen wir daraus den Schnitt
s (8§O'ij & aiﬁO'jk) . Uz’jk —_— 82_1Ls.

Diesen vergleichen wir auf einem Punkte U; N U; N U, mit dem Schnit©;o;;, —
0y 'L, und erhalten in

ps (03035 (2) ® Ofoji () = giji () - Do, (2) (55)
eine Zahlg,;; (z) € U (1). Das definiert differenzierbare Funktion en

gUkUZﬂU]ﬂUk—>U(1),
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die wir die Ubergangsfunktionen der Gerbe beziiglich der Uberdeckumgl der Schnit-

tes;, o;; nennen. Aus der Bedingumg, = x30;; entnehmen wir, dass die Ubergangsfunk-
tionen beim Vertauschen von Indizes invertiert werden, wir kdnnen dazu zum Beispiel die
Schnitte auf beiden Seiten jn ({55) konjugieren und erhalten

p; (0307 ® 0107,) = Gigie (%) - 0507, = gy, (%) - K505 0
Dann wandeln wir die linke Seite anhand der bekannten Regeln um in

s (8507, ® 0fosy) = (Kips o ex) (k307055 ® K3050k5)
= 3 (s (3005 ® 0705i)) s

und erhalten durch Vergleich
guii () = gigp, (7). (56)
Wir betrachten weiter eine nichtleere vierfache Schnittménge U; N U, N U, die
vier Schnitte
81‘20']61 . Uijkl — 0}‘2L 8f4ajk . Uijkl e 0}‘4L
8530'1'1 : Uijkl I 8§3L a§40ij . Uz’jkl — 8§4L,
und verwenden die in der Definitign AReforderte Assoziativitét vop,, um die drei
Vektorends,o;; (z), 07,0k (x) und 0j,01 (z) auf zwei verschiedene Arten zu multipli-
zieren:

p (1 (934045 @ 01401) @ Ofp0m) = (954035 ® p (074055 ® 0750m))
| I
Gijie - 1 (05405 @ O1o0a) = Gju - p (05,0455 ® 0j505)
| I
Gijk - Gikl - 05300 = Gjkt - Giji - O350
Wir lesen aus der unteren Zeile die Eigenschaft
ikt - G+ Gigt - g;i =1 (57)

ab.

Es stellt sich unmittelbar die Frage, inwieweit diese Ubergangsfunktionen von den
getroffenen Wahlen abhangen. Wir diskutieren die Wahl anderer Schhitté/; —
Y und demzufolge auch anderer Schnii’ggz : Ui; — Lgy. Unangenehm bei dieser
Diskussion ist vor allem, dass wir die Schnitteund s; nachY nicht direkt vergleichen
konnen, d&” im Allgemeinen kein Faserbindel ist und keine Strukturgruppe hat, die auf
den Fasern operiert. Wir miissen daher einen Umweg einschlagen und definieren neben
den schon bekannten Abbildungens’ : My — Y die Abbildungs : My — Y7

durch’ (z,i) := (s; (z), s, (z)). Das Geradenbiindél tiberY,? ziehen wir dann mi&

zu einem Geradenbuindg} tiber My zuriick. Dann betrachten wir Elemente vigj im
Bild der Abbildung
o (M) — Vi« (2,1,5) — (s:(z) .} (2), 8} (2) . 55 (2)) .

) 21 » g
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Fur die daraus entnommenen Abbildungen= d; c a unda; := 0; o a gilt 0y o a3z =
s o a1, aulRerdem werden sie durch die folgenden Identitadten mit den Abbildungen
unds in Zusammenhang gebracht:

O50a3 =500, 0y 0 a3 = 52

Oioa; =keos500, Oz0q; =5

Durch Zurtickziehen der Gruppoidstrukjumit den Abbildungenys; unda; erhalten wir
nach Anwendung dieser Identitaten die Isomorphismen von Vektorbtindeln

asu o 0,5 ' Lartoy L — L,
ofp o Ly @075 L — a0y L.

Wir verketten sie zu dem Isomorphismus
asuo(l®ajp): 0,5 'L ® Ly @075 'L* — L.

Wahlen wir nun Hilfsschnitte; : U; — 57! L mit zurtickgezogenen Schnitté¥io; :
U;; — 075 Lund @30, : Uy — 05 '3 1L, so kénnen wir (iber

aspo (1@ aip) (G50 ® of; @ Bfo}) = A - 03 (58)

Funktionen\;; : U; N U; — U (1) gewinnen. Durch Anwendung vog auf diese Glei-
chung bekommen wir unter Verwendung der Voraussetzyng = o7, die Eigenschaft
Nij = )\j‘il. Es seien nug;,, : U; N U; NU, — U (1) Ubergangsfunktionen der Gerbe
bezuglich der Schnitte; undo;;. Wenn wir die Schnitter;; aus ) mit der Gruppoid-
struktur multiplizieren, ergibt sich nach Rechnung

HUs (8§0U &® aTUjk> = )\;]1 . )\;kl . A/[/k‘ . g:]k . 8§al-k,

dabei geht die Assoziativitat vgnein. Bezuglich der Schnittg undo;; lesen wir daraus
die Ubergangsfunktionen

Gijk = iy, - )\;kl ik Ay (59)
ab.

Selbstverstandlich gehen wir angesichts der gesammelten Eigenschaften
), ) und ) der Ubergangsfunktionen wieder zGech-Kohomologie
iber. Darin bilden die Ubergangsfunktionen eine Kokefte ¢ C? (4,U (1)),
und [57) entspricht gerade der Kozykelbedingung, so dass eine Klasse
[g] € H?(U4,U (1)) definiert wird. Verschiedene Wahlen von Einheitsschnitten un-
terscheiden sich gem59) durch den Korand einer Kokette" (L, U (1)).

Im Vergleich mit einer anderen Uberdeckufjreicht es wieder aus, eine Verfei-
nerung mit Verfeinerungsabbildung : J — I und Inklusionen; : V; — Uy
zu betrachten. Dann kdnnen wir statt der Schnifte U; — Y die zuriickgezoge-
nen Schnittes; := sy : Vi — ;'Y wahlen. Wir haben auerdem die Inklusionen
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tij » Vi — Ugayg;) von zweifachen Schnittmengen, die eine auf den Zusammenhangs-
komponentery;; von My definierte Abbildungeneso.;; : V;; — Y ergeben, die wir als
Abbildungt : My — Y auffassen. Dann wahlen wir statt der Schnitte: U;; — L,

die Schnitteagj = 15,045+ Vij — L. Dann sind die Ubergangsfunktiongj)k wieder

die Einschrankungen deg;;, und wir habenf* (¢) = ¢’. Im direkten Limes werden die
Klassen[g] und[¢'] also identifiziert. Damit haben wir gezeigt:

~ LEMmMA 3.3r.Die aus der GerbeG konstruierte Kohomologieklassg] €
H?(M,U (1)) ist unabhéngig von der Wahl der Schnitte von der Wahl der Schnitte
o;; und von der Wahl der guten Uberdeckuitg

In Analogie zu charakteristischen Klassen von Vektorbuindeln bilden wir die aus
einer GerbeG konstruierte Klasseg| tber den Gruppenisomorphismys |(33) :
H?(M,U (1)) — H?(M,Z) ab, und nennen das Ergebnis(@l := w([g]) €
H?3 (M, Z) die Dixmier-Douady-Klasse der Gerbe.

Wir prifen jetzt in drei Punkten, wie sich die Dixmier-Douady-Klasse mit den be-
kannten Operationen auf Gerben vertragt.

(1) Zuerst untersuchen wir die Dixmier-Douady-Klasse des Tensorproddkte3(
zweier Gerbey = (Y, L, u) und’H = (Z, K, v). Zur Konstruktion des Kozykels wéhlen
wir Schnittes; : U; — Y undt; : U; — Z und weitere Schnitte;; : U;; — L, bzw.

mi; + U — K, so dass sich jeweils Ubergangsfunktiongn bzw. h,;;, ergeben. Fur
das Tensorproduld @ H = (Y Xy Z, L @y K, up ®); v) wahlen wir die Schnitte

w Ui — Y Xy Z:x— (s;(x),t; (x))
aus. Fur die daraus gebildete Abbildung M, — Y x,; Z und die komponentenweise
auf die zweifachen Faserprodukte erweiterten Abbildungetf undu? geltend? o u? =
s? undo? o u? = 2. Damit ist
2\ —1 2\ —1 2\ —1
(Law K), = () ((03) ' Lo () K) = Lo kK
So kénnen wir gerade die Schnitte
0ij @1y Uy — (Loy K),

wéhlen. Der Rest ist Anwendung von Definitionen, etwa der der Gruppoidstruktur auf
dem Tensorprodukt

(1@ v), (05 (04 @ Tij) ® 07 (0k ® Tjx))
= l1s (03045 ® Oy oji) ® v (03735 ® Oy Tj,)
= Gijk - Piji - 05 (0if @ Tr,) -

Fur das Tensorprodukt erhalten wir also den Kozykeh, die Dixmier-Douady-Klasse
der Gerb&j @ H ist demnach die Summe der Dixmier-Douady-KlassengamdH,

dd(G @ M) = dd (G) + dd (H) .
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(2) Als nachstes wollen wir die Dixmier-Douady-Klasse einer trivialen Gerfe)
angeben, wobei. — Y ein hermitesches Geradenbundel tber einem Faserbindel
m Y — M ist. GemalR unserer Konstruktion missen wir das zuriickgezogene Ge-
radenbindeL, betrachten, in unserem Fall ist es

LS = (82)_1 t (L) = (82)_1 (82—1L ® al—lL*) _ 8_18_1L ® 81_13—1L*_

Das motiviert uns, zuerst Schnitte : U; — s~ 'L* zu wahlen, und auBerdem noch
Funktioneny;; : U; N U; — U (1) mit x;; = x;;', und dann daraus Schnitte nathzu
definieren, namlich

Oij = Xij * (9501 X 8;0'; . Uij — L:
Die so gewahlten Schnitte erfullen die Bedingung

* _ * * * % =1 * * %
K50ij = Xij * K4 (82@ ® 810j) = X;; - 070i ® dy0;
* * kK *

Jt
Aus ihnen kénnen wir daher Ubergangsfunktionen der Gerbe gewinnen, indem wir wie
oben auf einer nichtleeren dreifachen Schnittmerigen U; N Uj, unter Ausnutzung der
Definition der Gruppoidstruktye; = 1® kan®1 auf der trivialen Gerbe in der Rechnung
115 (03045 © Ofojk) = Xij - Xk - s (050507 ® 30707 @ 050305 ® 0505 o)
= Xij - Xgk - O (D305 ® 0707) = Xij - Xgk * Xag, - D0k
die Ubergangsfunktionen
Gijk = Xjk * Xaw - Xij - UiNU; N Uy — U (1)

identifizieren. Beim Ubergang z@ech-Kohomologie haben wir dahgt= §y, das heifdt
[g] = 0. Die Dixmier-Douady-Klasse der trivialen Gerbé{f) ist daher

dd (¢ (§)) =0.

(3) Jetzt fehlt uns nur noch, die Dixmier-Douady-Klassen von isomorphen Gerben zu
vergleichen. Die Gerben seien gegeben d@ich (Y, L, u) und’H = (Y, K,v) und die
Isomorphie durch einen Isomorphismas: . — K von hermiteschen Geradenbin-
deln, der mit den Gruppoidstrukturen vertraglich ist. Nach dem inneren Zurickziehen der
Gerben mits : My — Y sind die Geradenbindel immer noch isomorph durch

g 1= (82)*04 L, — K..

Wir wahlen wieder Schnitte;; : U;; — L} fur die Gerbe&j und weitere Schnitte,oo;;
nach K. Da g mit den zuriickgezogenen Gruppoidstrukturgrund v, vertraglich ist,
haben wir gemaf} (54)
Vs (03 (as 0 045) @ 07 (as 0 0jx)) = vs (0305 (05045) @ 07w (070jx))
dyos 0 pus (03045 ® Do)

= Oy0 (gijn - Oz0i1) -
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Die C-Linearitat vono und der Vergleich mif (35) ergibt
Oz0us (Gijk - O30i) = Giji - 05 (s 0 Oig)

fiirisomorphe Gerben konnen damit dieselben Ubergangsfunktionen gewéhit werden, sie
haben also gleiche Dixmier-Douady-Klassen. Insbesondere folgt,cdg” eine triviale
Gerbe ist, aus

0=dd(G®G") =dd(G) +dd(G"),

dass die Dixmier-Douady-Klasse der dualen G&fbdas negative der Dixmier-Douady-
Klasse vorg ist,
dd (G") = —dd (G).

Wir sind jetzt in der Lage, einen Satz zur Klassifikation von Gerben zu formulieren.

SATz 3.3G. Die Gruppe der stabilen Isomorphieklassen von Gerben ist vermittels der
Dixmier-Douady-Klasse isomorph zur Kohomologiegruppe( M, Z).

BeweisEs seierng undH zwei stabil isomorphe Gerben, die Gerex H* ist also

trivial. Aus den Punkteril) bis (3) folgt dann
02 dd (g oH) Y dd(G) + dd (1) L dd(G) — dd (H),

das heif3t, die Dixmier-Douady-Klassen von stabil isomorphen Gerben sind gleich. Das
rechtfertigt auch unser Vorgehen beim Bestimmen der Ubergangsfunktionen der Gerbe
G, die wir ja eigentlich aus der durch inneres Zurlickziehen erzeugten Ggiege-
wonnen hatten. Diese ist nach Lemmagj&doch stabil isomorph zg, hat also pas-
senderweise auch dieselbe Dixmier-Douady-Klasse. Daher definiert die Zuordnung der
Dixmier-Douady-Klasse eine Abbildung auf der Menge der stabilen Isomorphieklassen.
(1) besagt, dass sie die Gruppenstruktur respektiert, wir haben also einen Gruppenhomo-
morphismus. Die Surjektivitat zeigen wir konstruktiv, indem wir aus einem gegebenen
Kozykel g € C?(U4,U (1)) eine Gerbe rekonstruieren. Dazu nehmen wir als Biindel-
raum die uns schon bekannte Mentg und wahlen das trivale hermitesche Geraden-
bindelL := (Mﬂ)f) x C. Zur Definition der Gruppoidstruktur betrachten wir einen Punkt
(x,1,j,k) € (MM)E\S}, und definieren durch

:u’(x,z',j,k) : L‘(x,i,j) ® L‘(x,j,k) - L’(m,k) 21 ® 22— Gij () - 210 29 (60)

eine Gruppoidstruktur, deren Assoziativitat genau durch die Kozykelbedingungen
wabhrleistet wird. Damit haben wir eine Ger¥y, L, 1) definiert. Man erkennt, dass die
obige Konstruktion bei der Wahl von Schnittey) : U; N U; — L : 2 +—— 1 € L5,
genau dieselben Ubergangsfunktioggn produziert.

Zum Beweis der Injektivitdt nehmen wir eine Geie- (Y, L, ;1) mit Dixmier-Douady-
Klassedd (G) = 0 an. Es seien dazu wieder Schnitteund o,; gewahlt, so dasdd (G)
reprasentiert wird durch einen Kozykgk C? (4, U (1)), zusammen mit einem Element
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h € C*(4,U (1)) mit g = 6h. Wir konstruieren nach einer Idee als] [St] explizit eine
Trivialisierung vong, das heil3t ein hermitesches Geradenbuddéberr : Y — M,
so dass die Gerben({.) undG isomorph sind. Dazu definieren wir die Abbildungen

_ k+2
Yioroin - 7 Uigei) — Yoy 0y (4,830 (7 () ooy 53, (7 (1))
mit den Beziehungen
yi=030y;; bzw. y;=0,0y; und 0Oyoy; = s2or.

Dann bekommen wir lokale Geradenbindgl= y; ' L tberr—! (U;) und durch Zurtick-
ziehen der Gruppoidstruktyr der Gerbe den Isomorphismygu : J; ® 7L, —
J; hermitescher Geradenbiindel. Wir verwenden die Schnitte= 7*(h;;' - 03;) -
! (U;;) — 7 'L, und bekommen durch teilweises Einsetzen den Isomorphismus

Unter Ausnutzung der Assoziativitat varund der Kozykelbedingunly,- b, -hi; = giji
folgt fur diese Abbildungem;; o ¢, = ¢.. Also kdnnen wir ein hermitesches Geraden-
biindel/ — Y definieren, so dass wir mit den Inklusionen 7! (U;) — Y unsere
lokalen Biindel; 'J = J; zuriickerhalten.

Einen Isomorphismus der Geradenbiindel) und L bekommen wir, indem wir zun&chst
wieder lokale Isomorphismen : ¢ (J;) — (:2)~" L bestimmen. Wir definieren dazu die
Abbildung

_ 2
ai s (17 (U)) g — Vi sy (s (r () Y)
mit den Eigenschaften
O1oa;=rKpoy; 00, , Ohoay =17 und dz0a; =1y;0 0.

Dann ziehen wir die Gruppoidstruktprmit o zuriick und erhalten einen Isomorphismus

a0y L@ oy Ry 'L — (1)L

)

Die rechte Seite ist aber gerade die Definition v¢s; ), wir haben damit unseren lokalen
Isomorphismus); := o} i gefunden. Zusammen mit den Isomorphismen

t(gij) = O30i5 ® 01y + t (Ji) — t(J))

haben wir das kommutative Diagramm

t(Ji)
o

2

t(pij)
t(J;) -
A
)L

Also kdnnen wir einen Isomorphismys ¢ (/) — L definieren, der mit den Gruppoid-
strukturen vertraglich ist, damit ist eine Trivialisierung der Gerbg. O]
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3.3.3 Zusammenhang und Kurvung einer Gerbeif Gerben kann man, &hnlich wie
bei Geradenbtindeln, durch einen Zusammenhang eine Zusatzstruktur definieren.

DEFINITION 3.3H. Gegeben sei eine Gerlge= (Y, L, 1) Uber M. Ein Zusammen-
hang V auf dem Geradenbindel : L. — YE] heit Zusammenhang der Ger@e
wenn die Gruppoidstruktys ein Isomorphismus von hermiteschen Geradenbtindeln mit
Zusammenhang ist.

In dieser Definition geht ein, dass ein Zusammenhdarapf L — YE] Zusammen-
hangeo; V auf den zurlickgezogenen Bundéld definiert, und dass das Tensorprodukt
zweier hermitescher Geradenbiindel mit Zusammenhang wieder einen kanonischen Zu-
sammenhang tragt. Dann macht die Forderung, dass

p:03' Lo L — 0L

ein Isomorphismus von hermiteschen Geradenbindeln mit Zusammenhang ist, Sinn.

Um zu sehen, dass es Zusammenhénge auf Gerben gibt, erinnern wir uns daran, dass
wir zu einem beliebigen Faserbiindel: Y — M und einem hermiteschen Geraden-
biindelL — Y die triviale Gerbet (£) konstruieren konnten. Hat das Geradenbiindel
zusatzlich einen ZusammenhaRg so kénnen wir auch einen Zusammenhang auf der
Gerbet (1) konstruieren. Dazu setzen wifV) := 9;V + 0; V*; dieser Zusammenhang
ist mit der Gruppoidstruktur = 1® kan®1 auft (L) vertraglich, da die Bedingunp (46),
hier

(16 1) 0 (35 (B5V + 0;V°) + 05 (B5V + BiV")) = (305V + B30, V") o

erfullt ist.

Da das Geradenbundel einer Gerbe auf dem zweifachen Faserprodukt des Bln-
delraumesY lebt, definiert ein Zusammenhar\g auf der Gerbej eine Krimmung
K (V) e Q%YE]). Als Krimmung der Gerbe wirden wir aber in Analogie zu hermi-
teschen Geradenbindeln eine Differentialform vom Gradf M/ erwarten. Eine solche
Dreiform kann der vorhandenen Struktur aber nicht entnommen werden, deshalb missen
wir auf dem Zusammenhang wiederum eine Zusatzstruktur definieren, die Kurvung des
Zusammenhangs.

Zur Vorbereitung definieren wir die Abbildung

p+1
F=Y (=1)" ;YY) — Q(vrtY),

=1

die eine Differentialformv € Q’“(Yj\[ﬁ_”) mit allen mdglichen Weglassungsabbildungen

0; Y][v’}“] — Y]\[ﬁ} zuruckzieht und alternierend summiert. Den oberen Index am Symbol
o%, lassen wir spater weg. In dem folgenden Lemma stellen wir eine wichtige Eigenschaft
dieser Abbildung vor.
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LEMMA 3.3 (Murray [Md]). Fur ein differenzierbares Bindel: Y — M erzeugt
die Abbildungdy die exakte Sequenz

%

o 13y 62
0— QM) "= Q*(Y) —>Q*(v]) == (v]) = (61)

BeweisHier kann man ohne Veranderung den Originalbeweis in Kapitel 8[vaoh [Mu]
verwenden. Im Spezialfall = M, fallt 5, genau mit denCech-Korandoperator zusam-
men, und das Lemma reduziert sich auf die verallgemeinerte Mayer-Vietoris-Sequenz aus
Sat43. 1| O

Die Nutzlichkeit der Sequenf (1) werden wir sofort erkennen. Im Gsage2 be-

rechnen wir das Bild der Krimmunl§ (V) € Q%YA[?) des Zusammenhangs auf der
Gerbeg, ndmlich

Sy (K(V))=—-0/K(V)+ 0K (V) —-0;K (V).

Aus Korollar[3.2Z (2) und (4) folgt
DK (V) + 01K (V) = K (9:V + 9EV) .

Dabei istd;V + 95V der kanonische Zusammenhang auf dem Tensorpragjuit ©
05 ' L. Dieses ist als hermitesches Geradenbiindel mit Zusammenhang isoméspiizu
gemal Punktl) desselben Korollars folgt alsk (0;V + 05V) = 05 K (V). Damit ha-
ben wir

dy (K (V)) =0

berechnet. Es folgt nun aus der Exaktheit der Seqyenz (61), dass es mindestens ein Ele-
mentC' € Q* (V) gibt, so dassy (C) = K (V) ist.

DEFINITION 3.31. Eine Kurvung auf einer Gerbg mit Zusammenhany ist eine
ZweiformC € Q2 (Y) mitdy (C) = K (V).

Als kleines Beispiel wahlen wir eine Kurvung des oben konstruierten Zusammen-
hangst (V) = 93V + 0; V* auf der trivialen Gerbe (1). Seine Krimmung ist

K (V) =0K(V)=0K(V)=dy(K(V)).

Als kanonische Kurvung auf einer trivialen Gerbe bietet sich also gerade die Krimmung
des Zusammenhangs auf dem Geradenbiindél' aa, K (V).

Wir diskutieren jetzt das Zusammenspiel der neuen Zusatzstrukturen mit den bekann-
ten Operationen auf Gerben. Obwohl man auch Gerben mit lediglich einem Zusammen-
hang untersuchen kénnte, werden wir nur Gerben mit Zusammenhang und Kurvung un-
tersuchen.
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a) Wir beginnen mit dem inneren Zuruckziehen einer Gagbe- (Y, L, i). Dazu sei
wiederyp : Z — Y eine fasertreue Abbildung und (G) = (Z, L., 1,,) die durch in-
neres Zuriickziehen gewonnene Gerbe. Tragtihemen Zusammenhang, so wird
dieser in der Konstruktion von, (G) mit ¢* zu einem Zusammenhang, auf L.,
zurtickgezogen. Die Gruppoidstrukiuy := (¢*)" p ist als zurtickgezogener Isomor-
phismus von hermiteschen Geradenbindeln mit Zusammenhang wieder ein solcher,
also istV,, ein Zusammenhang agf Hat man zusatzlich eine Kurvur@gvon V, so
ist Uber die Identitat

dz0p" = (@2)* ody : *(Y) — Q*(2)
die WahlC,, := ¢*C eine Kurvung vorV,, es gilt namlich
67 (Cp) =67 (0*C) = (¢*) 0y (C) = K ((¢*)" V) = K (V).

() Die Konstruktion des Zuruickziehens mit einer stetigen AbbildfingX — M auf
einen anderen Basisraum kann unverandert stehen bleiben, naéhdefm'y —
Y eine giltige Abbildung fur inneres Zuriickziehen ist.

~) Betrachten wir weiter die zu einer GerGaluale Gerb&*. Ist V ein Zusammenhang
auf G mit KrummungC, so istV* ein Zusammenhang agf. Da fur die Krimmun-
genk (V*) = —K (V) gilt, kdnnen wirC* := —C als Kurvung vonv* wéahlen.

9) Das Tensorprodukt zweier Gerbén= (Y, L, u) und’H = (Z, K, v) war die Gerbe
GoH=(Y xu Z, L@y K, p @y v), wobei wir

LoyK=(?)"Le @) 'K

gesetzt hatten. Aus einem Zusammenh®iggauf G mit Kurvung Cg und einem Zu-
sammenhan§/,, auf’H mit Kurvung C», bekommen wir einen Zusammenhang

V= (8]) Vg + (85) Vx, (62)

fur den wir die Krimmung®' := 95 (Cg) + 95 (Cy) € Q*(Y xy Z) wéhlen kénnen.

Selbstverstandlich hatten wir auch gerne einen Isomorphiebegriff von Gerben, der
Zusammenhange und Kurvungen mit bertcksichtigt. Zwar wissen wir schon, dass wir
Gerben besser Uber stabile Isomorphie verstehen, wir haben aber auch gesehen, dass wir
zur Definition von stabiler Isomorphie auf den normalen Isomorphiebegriff zurlickgreifen
mussen.

Wir nennen also zwei Gerbeh= (Y, L, u) und’H = (Z, K, v) UberM mit Zusam-
menhangen und Kurvungen isomorph, wenn

1) ihre Bindelraume gleich sind,

2) es einen Isomorphismus: L. — K von hermiteschen Geradenbindeln mit Zusam-
menhang gibt, der mit den Gruppoidstrukturen Aufnd K vertraglich ist, und

3) ihre Kurvungen gleich sind.
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Insbesondere sind zwei als Gerben mit Zusammenhang und Kurvung isomorphe Ger-
ben sind also auch als Gerben isomorph. Es sollte hier betont werden, dass sich die De-
finition einer trivialen Gerbe nicht andert. Eine Gerbe, ob mit Zusammenhang, Kurvung
oder keines von beiden, heif3t trivial, wenn sie isomorph zu einer Gerbe dertK$rm
ist, oder aquivalent, wenn ihre Dixmier-Douady-Klasse Null ist. Das ist analog zur Ter-
minologie von Vektorbindeln, wo man unabhangig vom Zusammenhang von trivialen
Blndeln spricht.

Beispielsweise besprechen wir die triviale Gegbe G*. Dabei seg = (Y, L, 1) und
L — Y,] das hermitesche Geradenbiindel, so gassg* und(%,, ) isomorph sind.
Jetzt seiV ein Zusammenhang agf= (Y, L, 1) mit KurvungC, so éljass wir aug* den
kanonischen ZusammenhaRkyg mit Kurvung —C' haben. Dann hat der Zusammenhang
V aufg @ G* die kanonische Kurvung'y, = 9; (C) + 07 (—C') = éy (C'). NachdenV
per Definition ein Zusammenhang auf dem Geradenbibdel YE] ist, hat die triviale
Gerbet(éﬁl) den kanonischen Zusammenhany’) = Vg mit Kurvung K (¢ (V)) =

dy (C). Also sindG ® G* undt(f/@]) auch als Gerben mit Zusammenhang und Kurvung
isomorph. "
Die Definition von stabiler Isomorphie ist dann nicht schwer zu erraten.

DEFINITION 3.3K. Zwei Gerberg und’H mit Zusammenhangen und Kurvungen hei-
Ren stabil isomorph, wenn es ein hermitesches Geradenbiindel Y mit Zusammen-
hangV gibt, so dass die Gerbeh ® H*, ausgestattet mit kanonischem Zusammenhang
und Kurvung, und (%), ausgestattet mit dem Zusammenha§) und der Kurvung
K (V), isomorph sind.

Stabile Isomorphie von Gerben mit Zusammenhang und Kurvung ist eine Aquivalenz-
relation. Die Reflexivitat folgt aus dem obigen Beispiel, und die anderen Punkte kbnnen
analog zur Diskussion nach der Definitjon BlBesprochen werden.

Das Geradenbiundél — Y mit Zusammenhan§ nennen wir einen stabilen Iso-
morphismus der Gerbeh und H mit Zusammenhang und Kurvung. Zu zwei stabil iso-
morphen Gerben gibt es im Allgemeinen viele stabile Isomorphismen. Dazu haben wir
analog zu Lemmp 3@3die folgende Aussage.

LEMMA 3.3L. Die hermiteschen Geradenbiindel tbBérmit flachen Zusammenhang
operieren transitiv auf der Menge der stabilen Isomorphismen zweier Gerben mit Zusam-
menhang und Kurvung. Insbesondere haben alle stabilen Isomorphismen gleiche Krim-
mung.

BeweisAlle Beweisschritte im Beweis von Lemnia_Z]3assen sich auch hier an-
wenden. Die Flachheit des Zusammenha¥igies Geradenbindels— M geht dabei
so ein, dass das operierte GeradenbundelK den Zusammenhang, + 7*V tragt,
dessen Krimmung dann gerallg V ) ist. Das ist dann auch die Kurvung der trivialen
Gerbent (%) undt ({), und erfullt eine der Voraussetzungen an die Isomorphie der
beiden Gerben. O



GERBEN 79

Wir kommen nun darauf zuriick, warum die Wahl einer Kurvung notig ist, um aus
einer Gerbe mit Zusammenhang ein fur uns interessantes Objekt zu machen. Sie ermdg-
licht es, eine eindeutige Differentialform vom Graau bestimmen, die Krimmung der
Gerbe. Dazu berechnen wir

Sy (dC) = d (6yC) = dK (V) = 0.

Hier geht ein, dass das Zuruckziehen von Differentialformen in der Definition der Abbil-
dungdy mit der &uReren Ableitung vertauscht, und, dass die Krimmung des Zusammen-
hangsV auf dem hermiteschen Geradenbuntel— YE] eine geschlossene Differenti-
alform ist.

Jetzt verwenden wir wieder das Lemia Birl® Gradee = 3 und bekommen aus
dy (dC) = 0 nicht nur die Existenz einer Differentialforfy (V,C) € Q3 (M) mit
K (V,C) = dC, sondern aufgrund der Injektivitat vori auch gleich deren Eindeu-
tigkeit. Die so durch den Zusammenha®gund die KurvungC' eindeutig bestimmte
Dreiform K (V, C') heif3t die Krimmung der Gerlig mit Zusammenhan§ und Kur-
vungC'. Fur die Krimmung giltr*dK (V, C) = 0; wieder aus Lemmja 3iBnunmehr im
Gradee = 4 folgt also d< (V,C) = 0.

SATz 3.3Mm. Die KrimmungK (V, C) einer GerbeG uber M mit Zusammenhang
V und KurvungC' ist eine geschlossene Dreiform auf und definiert eine integrale
Kohomologieklassex (V,C)] € Hin (M), deren Urbild unter dem Homomorphismus
iz« H¥(M,Z) — Hj, (M) die Dixmier-Douady-Klasséd (G) der Gerbeg ist. Fur
die Krimmung gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) Isomorphe und stabil isomorphe Gerben mit Zusammenhang und Kurvung haben
dieselbe Krimmung.

(2) Das Tensorproduktes zweier Gerben mit Zusammenhang und Kurvung, ausgestat-
tet kanonischem Zusammenhang und Kurvung hat als Krimmung die Summe der
Krimmungen der beiden Gerben.

(3) Die Krimmung einer Gerbe mit Zusammenh&nhagnd KurvungC' ist das negative
der Krimmung der dualen Gerbe, ausgestattet mit dem ZusammeRHangl der
Kurvung—C.

(4) Hat die GerbeG mit Zusammenhany und KurvungC' die Krimmungk (V, C),
so hat die mit einer stetigen Abbildurfgzuriickgezogene Gerbe mit Zusammenhang
Vs und KurvungC'y die Krimmungf*K (V, C).

BeweisDer Satz ist eine vorgezogene Folgerung aus [Saiz] 8rid dem noch zu
folgernden Korollaf 3.8und steht vollstandig in Analogie zum Shiz Bf2ar hermitesche
Geradenbindel mit Zusammenhang und deren Krimmungen. O
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3.3.4 Klassifikation von Gerben mit Zusammenhang und Kurvihig. Tatsache,
dass man einer Gerbe mit Zusammenhang und Kurvung eine charakteristische Klasse
in H3 (M, Z), namlich ihre Dixmier-Douady-Klasse, und eine KrimmukidV, C) =
Q3 (M) entnehmen kann, und dass diese beiden Merkmale tber den letzten Satz mit-
einander verknipft sind, zusammen mit der Analogie zu hermiteschen Geradenbindeln
mit Zusammenhang, laf3t uns eine Verbindung zwischen Gerben mit Zusammenhang und
Kurvung und der Deligne-Hyperkohomologie im Gradermuten.

Beziiglich einer guten offenen Uberdeckusig wurde eine Deligne-Klasse im
Grad 3 représentiert durch eine Deligne-Koketig A, B) € Tot2C*(8(,Z (2)3,) mit
D(g, A, B) = 0. Dabei warg € C? (8, U (1)), A € C* (4,Q") und B € C° (U4, Q7).

Die Kozykelbedingung lauteély = 1, dlog(g) + A = 0und dA = B.

Wir haben bereits aus einer Gere= (Y, L, i1) einenCech-Kozykelg mit den ge-
forderten Eigenschaften gewonnen und durch ihn die Dixmier-Douady-Klasse der Gerbe
definiert. Dazu hatten wir zuerst Schnitte: U, — Y gewahlt, um daraus eine Ab-
bildungs : My — Y zu definieren. Wir kdnnen dig;, aber auch dazu benutzen, die
Kurvung C € Q2 (Y) der Gerbeg zu lokalen ZweiformenB; := s:C zurlickziehen,
diese definieren einBech-Kokette3 € C° (4, Q).

In dem zurickgezogenen Geradenbindgl — (MM)E\Q} hatten wir Schnitter;;
uber jeder Zusammenhangskomponelitegewahlt, die die Ubergangsfunktioner);.
bestimmten. Tragt nun einen Zusammenhang der Gerbej, so tragtlL, den zurick-
gezogenen Zusammenhakg, mit dem wir auf die Schnitte;; wirken konnen. Durch
V.0, = T4A;; ® o;; werden lokale Zusammenhangsformén € Q (U;;) definiert, die
wir als Cech-Koketted e C'' (4, Q') auffassen.

Wir wollen eine Verbindung zwischepnund A herstellen und lassen den Zusammen-
hangd; V, aufd, * L, auf den Schnitt

0305 = gijp - s (05 '3y ® Oy o)
wirken. Dann verwenden wir die Leibnitzred@l) in der Definitio] 3.2} namlich

B3V,) (B300) = gt - (05V4) (s (95 03y @ O Vo)) (63)
+dgiy, ® s (05703 ® O o) -

Wir verwenden jetzt, dass die Gruppoidstrukiyrein Isomorphismus von hermiteschen
Geradenbiindeln mit Zusammenhang ist, und dirfen deshalb gemaf (46) den Zusammen-
hangd; V, aufd; ' L, und den Zusammenhan@;V, + 0;V,) aufd; 'L, @ 9; ' L, ver-
tauschen,

(05V5) (s (85045 © Oyoi)) = (1@ ps) (Vs + O Vs) (B304 © O jr)) -

Die Wirkung dieser Summe von Zusammenhangen auf das Tensorprodukt von Schnitten

wurde in E‘r) definiert, und wenn wir zum Beispigld;; = A;l,,  aus Bequemlichkeit
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als A;; schreiben, bekommen wir
1
(G5Vs + 01Vs) (05035 @ Oroje) = + (Ajp + Aij) © (05045 @ Oroje)
Dann finden wir weiter
>k * % 1 k
(0 Vs) (s (5035 @ Oroje)) = + (Aju + Aiy) - Oyoun
und haben damif (3) umgeformt zu
1 . 1 . _ «
i_Aij ® Oy0i, = H (Ajr + Aij) ® Ooi + dgiji ® Giji - 050
Die Beliebigkeit der Schnitte;;, impliziert A;;, = Aj, + A;; — ilgz-jkdgi;}f, oder in Aus-
driicken deCech-Kohomologie unter Verwendung von digg') = —dlog(g),

dA +dlog(g) = 0.

Als nachsten miussen wir noch eine Verbindung zwischemd B herstellen. Dazu
entnehmen wir der Definition der Krimmung eines Zusammenhangs als aufl3ere Ableitung
der lokalen Zusammenhangsformen die Gleichlmgvs)bij = dA;;. Wie in Lemma

[3.3] angemerkt, is6,;, = ¢ der normaleCech-Korandoperator, die Kurvurgg, erfiillt
also die definierende Gleichurg (V) = 6C,. Dann erhalten wir

dA;; = K (VJ)ly,

= (63*C)ij = S;C —5;C' = B; — B,
oder in Ausdriicken vo@ech-Kohomologie
dA = 6B.

Also definiert(g, A, B) einen Deligne-Kozykel, und seine Klasse nennen wir die Deli-
gne-Klasse d¢, V, C) := [(g, A, B)| der Gerbgj mit Zusammenhan¥ und Kurvung
C.

~ LEmmA  3.3v.Die  Deligne-Hyperkohomologieklasse @&V, B) €
H?*(M,Z(2)%,) ist unabhangig von der Wahl der Schnitteund o;;, und der Uberde-
ckungtl.

BeweisWir hatten fur zwei Wahlers;, s; von Schnitten und entsprechend andere
Wahleno;;, o;; im Abschnit{3.3.p einen Isomorphismus

aspuo(l®aip): 0,5 'L ® Ly @05 'L* — L,

von Vektorblindeln gefunden, mit dem wir unter der Wahl von Hilfsschnittety;, —
5L aus dem VergleicH (38)

aspo (1@ aip) (50 @ o) ® dfo) = Nij - 03
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die Abbildungen\,; : U; N U; — U (1) gefunden hatten. Fur die Ubergangsfunktionen
der Gerbe hatten wir so die Regglr = g}, - Aj, - M - A;;' gefunden. Wir berechnen
mit der Leibnitzregel fir Zusammenhange

VSO'Z']' = )\;]1 : &§6§V (oz;u (850'1 X CYT/L (O’Z/-j (059 (9?7;))) + d)\;jl X ()\Zj . Uz’j) . (64)
Die Wirkungs des Zusammenhangs V auf den Hilfsschnitten definiert lokale Zusam-
menhangseinsformen;, so dass

1 1

gelten. AuBerdem seied;; die lokalen Zusammenhangsformen bezglich der Schnitte
o;;- Damit bekommen wir durch Anwendung der Rechenregeln fir Zusammenhéange

%V (1 (950 @ aip (o7 ® 0707)))
1
=< (Fi+ 4y =) @ p (%o @ ajp (0 @ 0{07))

das ergibt in[(6}4) die lokalen Zusammenhangsformen

1,
Aij = A+ Fi— Fj = 3051dN

beziglich der Schnitte;;. Zuletzt berechnen wir die Zweifor&tdy (C) € Q* (M) auf
zwei verschiedene Weisen, namlich zuerst tiber die Definitiorsword dy-, namlich

F8y (O)]y, = 3 (850 — 9;C)|,, = 5:C — 5°C = B; — B,

und dann Uber die definierende Eigenschaft der Kurvtinand der Definition der Kriim-
mung des ZusammenhangsV als Ableitung der lokalen Zusammenhangsformien
namlich

50y (O)y, ="K (V) =K (s'V) = dF .

Wir haben alsaB; = B]+dfF ; und haben damit insgesamt die folgende Beziehung zwi-
schen den lokalen Daten der ungestrichenen und der gestrichenen Schnitte,

(g7AaB) = (g/vA/vB/) - D()\,F),

sie definieren also die gleiche Deligne-Klasse.
Beziglich einer anderen Uberdeckung kann man genauso argumentieren wie im Beweis
von Lemmd 3.8 O

Als néachstes wirden wir gerne einen Bezug zwischen stabilen Isomorphieklassen von
Gerben mit Zusammenhang und Kurvung und der Deligne-Hyperkohomologie herstellen.
Da in die Definition von stabiler Isomorphie 1.) das Tensorprodukt von Gerben, 2.) triviale
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Gerben, 3.) Isomorphie und 4.) duale Gerben eingehen, untersuchen wir zunachst die
Vertraglichkeit der Deligne-Hyperkohomologie mit diesen Begriffen.

1.) Dazu betrachten wir also zwei Gerbén= (Y, L, u) und’H = (Z, K, v) mit Zu-
sammenhangeR bzw. V;, und KurvungenCg bzw. C,. Nachdem wir Schnitte; :
Ui — Y undt; : U; — Z und weitere Schnitte,; : U;; — L, undt;; : U;; — L,
gewahlt haben, so dass wir Ubergangsfunktiopgrvong undg;;;, von’H erhalten, kon-
struieren wir wieder neue Schnitig: U; — Y x ), Z undo;;®@7;; : Ujj — (L @y K),,
und hatten schon Ubergangsfunktiongp - g, festgestellt. AuiG ® H haben wir den
kanonischen ZusammenhaRg, = (02)" V¢ + (07)" V4 der mitu® zu einem Zusam-
menhandv, = (Vg), + (Vy), auf (L ®,; K), zurtickgezogen wird. Dort gilt

V(01 ® 7ij) = 04 ® (Vi) 735 + (V) 0ij @ T35

Die Definition der lokalen Zusammenhangsform&nvon G und A}; vonH ergibt
/ 1 /
Vu (Uij ® Uij) =7 (Aij + Aij) (0i; ® Tij) s

das heil3t4;; + A;j sind gerade die lokalen Zusammenhangsformenqan H. Also
haben wir

del(G ® H,Vg,Cyg) = del(G, Vg, Cg) + del(H, Vy, Cy) .

2.) Bei der Konstruktion der Dixmier-Douady-Klasse einer trivialen Gerffe) hat-
ten wir nach Wahl vors : My — Y gezeigt, dasg, = 0,'s 'L ® 0, 's~'L* ist
und aus Schnitten; : U; — s~'L und Funktioneny;; : U;; — U (1) die Schnitte
0ij = Xij - 050, ® 07 o; konstruiert. Die (triviale) Dixmier-Douady-Klasse wurde so durch
den Kozykelgijx = xjr - Xg * Xij €rzeugt. Tragtl nun einen Zusammenhang, so
konnen wir mit dem Zusammenhagrg'V auf die Schnitter; wirken und lokale Zusam-
menhangsformenh, := o7 (s*V) € Q' (U;) mit s*V (0;) = th; ® o; bestimmen. Wir
wirken auRerdem mit dem Zusammenhang= 0;s*V + Jfs*V* auf die Schnitter
und zwar zunachst mit der Leibnitzregel

VSO'Z'J' = Xij . (8’55*V + aTS*V*> (850'1 & 8{‘(7;) -+ dXij . (8501 ® (9faj)
und dann im ersten Summanden mit den Redelh (46)[urd (47)
1

(035'V + 0;5°V") (350, © 0}0}) = = (95 h; + i) @ (9501 @ D).

ijs

Zusammen ergibt das
1 * * ]' —1
Vsaij = I_ 81h]- + 82h1 — TXZJ dX@] &® Oijs

und wenn wir aus Bequemlichkeit die Einschrankunggh; = hj|Uij alsh; schreiben,
haben wir die gesuchten

I
Aij=hj+h; — i_XijldXij'
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Die kanonische Kurvung auf dieser trivialen Gerbelist K (V). Auf Untermengert;
gilt K (s*V)]Ui = dh;, und mits; = s o 9, bekommen wir sofort

B, =5:C=0;s"K (V)= K (s*V) = dh,.
Damit sind die lokalen Daten der trivialen Gerbe in Ausdriicken®enh-Kohomologie
(9: A, B) = (6x,6h —dlog(x) ,dh) =D (x, h),
sie hat also die Deligne-Klasse Null,
del(t (§) ., t(K),K (V)) =0.

3.) Betrachten wir zwei isomorphe Gerbérund H mit Zusammenhangexg bzw.
V1 und KurvungerCyg bzw. Cy,. Beide Gerben haben denselben Bundelraymnd wir
wéhlen Schnittes; : U; — Y. Da die Kurvungen von isomorphen Gerben gleich sind,
haben wir gleiche lokale DatesfCg = s7Cy. Weiter hatten wir Schnitte;; : U;; —
L, und Schnitten o 0, : U;; — L definiert, die dieselben Ubergangsfunktiong
ergeben. Weiter seien;; die durcho;; definierten lokalen Zusammenhangsformen und
a: (L, Vg) — (K, Vy) der Isomorphismus von den hermiteschen Geradenbtindeln mit
Zusammenhangen der Gerben. Nach kurzer Rechnung haben wir

(Vi) (@ooy) =(1®a)(Vgoy) = (1®a) (%Az‘j ® Uz‘j)
= %Am (%9 (Oé e} Uij) y

damit sind die4,;; auch lokale Zusammenhangsformen W5, und die lokalen Daten
der isomorphen GerbgnundH sind gleich,

de|<g7 vg7 Og) = deI(H7 Vi, O’H) :

4.) Fir die zu einer Gerb@ mit Zusammenhany und KurvungC' duale Gerbe hat-
ten wir bereits festgestellt, dass ihr TensorproduktG* auch als Gerbe mit Zusammen-
hang und Kurvung isomorph zu einer trivialen Gerbe mit Zusammenhang und Kurvung
ist. Aus 1.) bis 3.) folgt dann

del(G,V*,—-C) = —del(G,V,(C).

Damit haben wir genug Indizien zur Formulierung des zentralen Satzes dieses Ab-
schnittes gesammelt.

SATZ 3.30. Die Gruppe der stabilen Isomorphieklassen von Gerben mit Zusammen-
hang und Kurvung ist vermittels der Deligne-Klasse von Gerben isomorph zur Deligne-
Hyperkohomologiegrupp&?(M, Z (2)3,).
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Dieser Satz wurde fur Gerben in der urspringlichen Definition von Giraud von Brylin-
ski in [Bry] gezeigt. Er erscheint auRerdem im Zusammenhang mit den hier verwendeten
hermiteschen Biindelgerben in dem Artike[[MuSt] von M. K. Murray und D. Stevenson.

BeweisAus den Punkten 1.) bis 4.) folgt, dass stabil isomorphe Gerben mit Zusam-
menhang und Kurvung die gleiche Deligne-Klasse haben, wir kénnen sie also als Ab-
bildung auf den stabilen Isomorphieklassen definieren. Punkt 1.) bedeutet, dass sie ein
Gruppenhomomorphismus ist.

Aus jedem gegebenen Deligne-Kozykel A, B) € Tot 2C*(U, Z (2)3,) kénnen wir eine
Gerbe mit Zusammenhang und Kurvung konstruieren, die die gegebenen lokalen Daten
hat. Die Gerbe hatten wir schon aus dem Kozyk&bnstruiert, jetzt definieren wir auf
ihrem Geradenbiinddl = C x (Mu)ﬂi} einen Zusammenhang Uber jeder Zusammen-
hangskomponenté;; fir jeden Schnitk : U;; — C durchV,; (s) = ds ®1 + %Aij ® s.

Die Krimmung dieses Zusammenhangs ist get&dd/,;) = dA,;. Da My in die dis-
junkten Zusammenhangskomponentéreerfallt, kbnnen wir die Kurvung als Differen-
tialform auf My, auf jeder Komponente separat angeben, zum Beigpigl := B;. Wir
haben hier wieder den Falk,, = ¢, daher giIt(éC)ij = 0B;; =dA4;; = K (V). Die
Vertraglichkeit der Gruppoidstruktyr (60) mit dem Zusammenhereygibt sich aus der
Kozykelbedingungd, — Ay + Ay = Igw,idgw,C

Zum Beweis der Injektivitdt nehmen wir eine Gee- (Y, L, 1) mit Zusammenhany

und KurvungC' an, deren Deligne-Klasse Null ist. Es $@i A, B) € Tot 2C*(U,Z (2)},)

ein Deligne-Kozykel, der diese Klasse reprasentiert, es gibt also ein Elémdnt

Tot 'C* (84, Z (2)3,) mit D(h,1I) = (g, A, B). Unter Ausnutzung der ersten Komponente
dieser Bedingung hatten wir bereits ein hermitesches Geradenbiindel Y konstru-
iert, so dasgy und ¢ () isomorph sind als Gerben. Jetzt mussen wir noch einen Zu-
sammenhany’ ; angeben, so dassundt (3&) auch als Gerben mit Zusammenhang und
Kurvung isomorph sind. In der Notation des Beweises von [Sate| 8edinieren wir auf
den lokalen Geradenbiindeln:= y; ' L die lokalen Zusammenhan@ =y, V+r*1l,
wobeiy;V ein Zusammenhang auf ist und=*II; eine Einsform aufr—! (U;). Die Defi-
nition ist so getroffen, dass die Isomorphismgn: J; — .J; sogar Isomorphismen von
hermiteschen Geradenbindeln mit Zusammenhang sind. Dazu berechnen wir

Vi(dijos) = (V) (un) (si @ tyy) + 71 ® (¢4 0 51)
= (ym ) ( (y”V) (tij))
+ (wik) (V) (s0) @ tig) + 711 @ (g 0 53)

verwenden im ersten Summanden fir die Wirkung des Zusammenharigs-auf (A, ;' -
0,;;) zuerst die Leibnitzregel, und dann die Definition der lokalen Zusammenhangsformen

A;;j, und erhalten

(win) (si @ (yi;V) (ti) = %W*Az‘j ® (¢ij 0 i) + 1 (hy;'dhij) @ (¢35 0 5i) -
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Darin addieren sich nachh;'dh;; = dlog(h;;) = —11; + II; + A;; die Terme mit4;; zu
Null, wahrend sich im gesamten Ausdruck die Termeliaufheben, und es bleibt

Vj (¢zg o Sz‘) = (y;},u) ((y;kV) (Sl) & tij) + W*Hi X (¢U o si)
= (1® i) Vi(si),

das ist genau die behauptete Vertraglichkeit der Blindelmorphigmenit den Zusam-
menhangerV/;. Beim Zusammenkleben der lokalen Bliindekum BlundelJ kleben da-

her auch die Zusammenh&n§gé zu einem Zusammenhang; auf J zusammen. Im
nachsten Schritt hatten wir lokale Isomorphismgn ¢ (J;) — (:2)' L konstruiert.

Diese waren nichts anderes als die zurlickgezogene Gruppoidstruktur, die mit dem Zu-
sammenhand’ vertraglich ist, daraus ergibt sich auch die Vertraglichkeit:glenit den
Zusammenhangen(V;). Daher sind die); Isomorphismen von hermiteschen Geraden-
bundeln mit Zusammenhang, genauso ist es dann@audhi{./) — L. Letztendlich ist

die Kurvung der trivialen Gerbe

K(V;)=KyV+rll) = yK(V)+7"(dL)
— Y (B0~ 9;C) + 7By

Mit 0 o y; = id undo; o y; = s; o m, und der DefinitionB; := sFC haben wirK (V) =
C'. Damit sind die Gerben (gﬂ) und G isomorph als Gerben mit Zusammenhang und
Kurvung, das heil3f; ist eine triviale Gerbe. O

KOROLLAR 3.3r. Aus der Definition der Dixmier-Douady-Klasse einer Ge¢bmit
einem Zusammenhangund KurvungC' und ihrer Krummungx (V, C') folgen

dd(G) = char(del(G,V,())
K (V,C) = curv (del(G,V,C)).

3.4 Holonomie von Gerben im Wess-Zumino-Witten-Modell.In diesem Ab-
schnitt werden wir Holonomie von Gerben mit Zusammenhang und Kurvung definieren
und eine Mdglichkeit erlautern, wie diese zur Definition physikalischer Modelle verwen-
det werden kann.

3.4.1 Holonomie von GerbenAusgehend von der Klassifizierung der stabilen Iso-
morphieklassen von Gerben mit Zusammenhang und Kurvung kdnnen wir nun die Holo-
nomie solcher Gerben definieren. Dazu@aine Gerbe Ubek/ mit Zusammenhan¥y
und KurvungC'. Sie definiert eine Deligne-Klasse ¢8|V, C) € H?(M,Z(2)3},), fur die
wir in Abschnitt3.1.b die Holonomie um Abbildungen: ¥ — A/ von geschlossenen,
orientierten, zweidimensionalen Mannigfaltigkeitérdefiniert hatten. Damit setzen wir

hol (G, V,C, ¢) := hol (del(G,V,C), ).

Die Holonomie hangt damit nur von der stabilen Isomorphieklasse der Gerbe mit Zusam-
menhang und Kurvung ab.
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Wir sehen uns zwei Spezialfélle an, und zwar zuerst den Fall, dass die Garbal
ist. Dann gibt es eine Zweiform € Q% (M), so dassr (¢) = del(G, V, C) ist, und die
Holonomie reduziert sich gem&R {42) auf das Integral

ol (6,9.C.0) =expi [ . (65)
>

Dann hatten wir noch die Moglichkeit betrachtet, dass die Mannigfaltigkeine drei-
dimensionale Mannigfaltigkei umschlie3t, und die Abbildung sich stetig zu einer
Abbildung¢ : B — M fortsetzen lasst. In diesem Fall haben wir (43) den Term

hol (G, V,C, ¢) = expi/ oK (V,C), (66)
B

wobei gemaR Korolldr 3BK (V, C) = curv (del(G, V, C)) die Krimmung der Gerbe
ist.

Wir kommen nun zu einem String : > — M zurlck, der an einen durch eine
GerbeG mit Zusammenhany und KurvungC' definierten String-Hintergrund koppelt.
Dann definieren wir die Amplitude im Pfadintegral durch

exp (i Skopp|9]) = h0I(G, V7, C, ) (67)

GemafR der voranstehenden Uberlegungen bekommen wir ch (65) fur ein global defi-
niertes Kalb-Ramond-Felt mit # = dB den Ausdruck () und fir eine Fortsetzung von
¢ auf eine dreidimensionale Mannigfaltigkéitnach [66) den Wess-Zumino-Terfy (5),

hol (G, V,C, ¢) = exp (.k/ QZ*H) .
B

3.4.2 Das Wess-Zumino-Witten-Modefnhand von Gerben kénnen wir nun eine
neue Formulierung des Wess-Zumino-Witten-Modells angehen, die gegentiber der in Ab-
schnitt[2 gegebenen Formulierung den wesentlichen Vorteil hat, dass sie nicht auf die
Existenz der dreidimensionalen Mannigfaltigk&itmit 0B = X oder die Existenz der
Fortsetzung der Abbildung : ¥ — G auf B angewiesen ist.

Im Abschnit{2.2.B haben wir gesehen, dass wir liber den LievelZ des Wess-Zu-
mino-Witten-Modells auf einer kompakten, einfachen, einfach zusammenhangenden Lie-
gruppeG eine Reihe von Dreiformen angeben kénnen, die integrale Kohomologieklassen
reprasentieren, namlich die VielfacheH der kanonischen Dreiforri € Q3 (G).

Wir suchen nun Gerben ad@ mit Zusammenhang und Kurvung, deren Krimmung
kH ist. Gemaf Korollgr 3.d]ist die Menge aller Deligne-Hyperkohomologieklassen vom
Grad2 mit dieser vorgegebenen Krimmung €iff (G, U (1))-Torsor. Wir untersuchen
daher kurz diese Kohomologiegruppe. Gemal des Universellen-Koeffizienten-Theorems
(19 ist

H?*(G,U (1)) = Hom (H, (G),U (1)) @ Ext(H, (G),U (1)).
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Da die Gruppe einfach zusammenhéngend ist, fHlgtG) = 0, und aus Safolgt
H, (G) = 0, damit verschwinden beide direkte Summanden. Damit ist fur Liegruppen
des betrachteten Typg? (G, U (1)) = 0, es gibt also nur eine Deligne-Hyperkohomo-
logieklasse mit der vorgegebenen Krimmuig. Daher ist im Wess-Zumino-Witten-
Modell die stabile Isomorphieklasse von Gerben mit Zusammenhang und Kurvung, die
die Krimmungk H haben, eindeutig bestimmt.
In [Ga2] und [Mei] wird explizit die Konstruktion einer Gerlge mit Zusammenhang
V; und KurvungC} durchgefuhrt, die die Krimmung (Vy, C;) = H hat. Dask-fache
Tensorprodukt dieser Gerbe mit sich selbst ergibt dann die Ggrbe ¢ ® ... ® G
mit Zusammenhany/, = V + ... + V und KurvungC}, = kC, die die Krimmung
K (V, Cx) = kH hat. Alle diese Gerben sind bis auf stabile Isomorphie eindeutig.
Dann definieren wir das Exponential des Wess-Zumino-Terms als

exp (I Swz (¢)) = hol (Gx, Vi, Ck, ) .

Aus diesem Ausdruck kann der Wess-Zumino-Tdrn (24) reproduziert werden, denn wenn
wir nun die Existenz vorB und die Fortsetzbarkeit vapnannehmen, erhalten wir gemaf3

€9
hol (Gx, Vi, Ck, ) = exp (i /Bg*K(Vk,C’k)> = exp (ik/Bg*H.)

den Wess-Zumino-Term zuriick. Man kann ihn aber auch zum Ausgangspunkt einer Ver-
allgemeinerung des Wess-Zumino-Witten-Modells fur eine gréfRere Klasse von Liegrup-
pen machen. So gibt es bereits Konstruktioen [JaRei] von Gerben auf Gruppen, die von
SU (n) Uberlagert werden, und auf diskreten Quotienten wie zum BeiSpieB).

3.4.3 Lokale FormulierungWir wollen auch diesen Holonomieterm bezuglich ei-
ner guten Uberdeckung in Ausdriicken der lokalen Daten eines VetretgrsA, B) €
Tot 2C*(8,Z (2)3,) der Deligne-Klasse déf, V, C') schreiben. Die Vorgehensweise ist
dabei analog zu der in Abschijitt 3.p.5, dort hatten wir den Ks&is Stiickes,, aufgeteilt,
so dass die Bildep (s,) in einer der Teilmengety; liegen. Hier besteht die Aufteilung
der Flache in einer Triangulierung voix. Unter einer Triangulierung verstehen wir eine
Menge{A,} ., von zusammenziehbaren Teilmengen vardie wir Dreiecke nennen,
so dass

e jeder Punkts € ¥ in mindestens einem der Dreiecke, enthalten ist.

e der Rand jedes Dreiecks,, in drei Kantenu,v,w C ¥ aufgeteilt ist, wir schreiben
0A, = {u,v,w}, so dass der Schnitt zweier Kanten eines Dreiecks aus genau einem
Punktp = u N v besteht, diesen Punkt nennen wir Eckpunkt des Dreiécksind
schreiberp € du oderp € Ov.

e der Schnitt zweier nichtgleicher Dreiecke= A, N Ag entweder leer, eine gemein-
same Kante, oder ein gemeinsamer Eckpunkt beider Dreiecke ist.
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Nach einem Satz von Cairns und Whitney wissen wir, dass jede Mannigfaltigkeit eine
Triangulierung erlaubt. Durch weitere Aufteilung der Dreiecke kénnen wir immer zu einer
Triangulierung tibergehen, die der Uberdeckungn M untergeordnet ist in dem Sinne,
dass wir fur jedes DreiecR,, einen Index (a) € I wahlen kdnnen, so dags(A,) C
Ui(a) ist. AuRerdem wahlen wir noch fur jede KanteC X einen Index: (v) € I mit
¢ (v) C Uy und fiir jeden Eckpunkt € ¥ einen Index (p) mit p € Uyp).

Die Orientierung vonY induziert auf jedem Dreieck\, C > eine Orientierung.
Jedes Dreieck induziert wiederum auf jeder seiner Kanten eine Orientierungdikst
gemeinsame Kante von zwei Dreieck&p und A, so folgt, dass die Orientierungen, die
von A, und vonAg aufv induziert werden, nicht-aquivalent sind. Mit diesen Notationen
lautet die Holonomieforme[ (41):

ol (6.9.C.0) =ep Y [
A

a€A

Die Zweiform o € Q?(X) ist dabei so gewahlt, dass die Klassen(p) =
[(1,0,7 (0))] und¢* [(g, A, B)] gleich sind. Das bedeutet, dass es ein Eleniéni:) €
Tot 'C*(U,Z (2)},) gibt, so dass

9" (9,A,B) +D(f,m) = (1,0,7(0)) (68)
ist. Wir entnehmen in der driten Komponente v(6§|)Aa = (09)im) =

¢* Bi(a)+dm;(o). Unter Verwendung des Stokesschen Satzes ist dann

/ QZ/ ¢" Bi(a) + dmj(q) :/ ¢" Bi(a) + Z / Mi(a)-
Aa Aa Aa v

VEING Y VEIRa
Die zweite Komponente vo8) lautet; = m; + ¢* A+ dlog(f),; fur4,j € I mit
U;NU; # 0. Das ergibt

/ Mi(a) = / Miw) + ¢ Aia)iw) + ANOG(f);(0) (o) -
VED A VEDA

Wir nutzen nun aus, dass jede Kant&ante von genau zwei Dreieckek, und Ag ist,
hier geht also ein, dasskeinen Rand hat. In der Summe Uber alle Kanten,

> [ e (69)

aEAvEDAy

taucht jede Kante demnach genau zweimal auf, und zwar - nach unserer Indexanderung
- mit gleichem Index (v). Wie wir aber schon festgestellt hatten, werdemawdm Drei-

eck A, und vom DreieckAg nicht-aquivalente Orientierungen induziert, deshalb haben
die Integrale Gbev entgegengesetzte Vorzeichen, und die Sunime (69) verschwindet.



Damit haben wir[(4]L) umgeformt zu

epo/ Q—Hexp/ ¢* Bia

acA a€A

H eXp/ (¢*A ),i(v) + dlog(f>1 (v)) :
Wir verwenden nun wieder den Stokesschen Satz und rechnen

exp/dlog fi(a),iw) = H £ ;z(i

pEU

dabei iste (o, v, p) € {—1;1} positiv, wennp Endpunkt der Kante beziglich der tber

A, induzierten Orientierung ist, und negativ, wemder Anfangspunkt ist. Zuletzt ver-
wenden wir noch die erste Komponente vpn|(68), aus dieser entnehmen wir namlich
fis = & g% - fir - 13- Das ergibt das Produkt

I i =11 1T T1 ¢ aaiotio - fai - fiosin

pedv a€AvEDA, pEAY
In diesem Produkt tritt fir jedes € A jeder Punkp € A, genau zweimal auf, ndm-
lich einmal als Endpunkt einer Kante und einmal als Anfangspunkt der anschlieR3en-
den Kantev'. Die Terme f; (j‘)”j()p) multiplizieren sich also fir jedea zu 1, nachdem
e (a,v,p) = —e(a,?’, p) ist. Betrachten wir weiter zwei Dreieck&, und Ag mit ge-
meinsamer Kante). Da aufv nicht-Aquivalente Orientierungen induziert werden, ist
ein Eckpunktp € Ov in der durchA, induzierten Orientierung z.B. Anfgangspunkt,
und in der durchA; induzierten Orientierung Endpunkt, das heif3t in jedem Fall ist
e (a,v,p) = —e (B, v, p). Damit multiplizieren sich auch die Ternfgs(a“p zul.

Es verbleibt die folgende Formel,

hol (G,V,C, ¢) Hexp/ ¢*Bi(a

acA
* * —6(a,v,p)
11 eXp/ ¢ A - 1] 00300

vEDA, pEV

sie involviert wie gewtinscht nur die lokalen Daten v@nDiese Formel taucht schon
1985 bei O. Alvarez auf]Al] und wurde von K. Gawedzki und N. Reis als Holonomie
einer Gerbe interpretiefi[GaRei]. A.L. Carey, S. Johnson und M.K. Murray haben gezeigt
[CaJoMu], dass sie sich, wie bei uns, nach Wahl von Uberdeckung und Triangulierung aus
der allgemeinen Definition von Holonomie einer Deligne-Klasse ergibt.
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4 Nichtorientierbare Weltflachen

In Stringtheorien vom Typ | missen wir uns mit nichtorientierbaren Weltflachen aus-
einandersetzen. Dabei kommt es vor allem dadurch zu Problemen, dass Integrale von
Differentialformen tber nichtorientierbaren Mannigfaltigkeiten nicht wohldefiniert sind.
Das betrifft unter anderem die Wirkungsfunktionale physikalischer Theorien, in unserem
Fall vor allem den Wess-Zumino-Term.

Zum rechnerischen Umgang mit nichtorientierbaren Mannigfaltigké&iteurd in der
algebraischen Topologie das Orientierungsbiindel, ein reelles, eindimensionales Vektor-
bindel Gbek:, eingefiihrt. Vom Begriff der Differentialform als Schnitt im Formenbindel
gehen wir nun zu dem einer Dichte Uber, dies sind Schnitte im Tensorprodukt des Formen-
bindels mit dem Orientierungsbindel. Dichten verstehen wir so als eine verallgemeinerte
Art von Differentialformen, von der sich herausstellen wird, dass ihr Integral auch tber
nichtorientierbare Mannigfaltigkeiten wohldefiniert ist.

Nun sind wir in Abschnitf 2.3]3 zu dem Schluss gekommen, dass wir das Wess-Zu-
mino-Witten-Modell als eine Theorie von Abbildungen des doppelten Uberlagerungsrau-
mes>. betrachten missen, die eine bestimmte Symmetrie erfiillen. Das haben wir fiir
orientierbare Weltflachen getan und konnten nach Wahl einer globalen Orientierung die
Ubliche Theorie mit Abbildungen : ¥ — G reproduzieren. Auf nichtorientierbaren
Weltflachen kénnen wir eine solche globale Orientierung nicht wahlen, werden also mit
Abbildungeng : 3 — G weiterarbeiten.

Im anschlieRenden Abschriitt #.1 werden wir den doppelten Uberlagerungsraum von
Y und Dichten aut: definieren. Dann werden wir beide Begriffe kombinieren und eine
uns aus der Literatur nicht bekannte Verbindung zwischen Differentialformen auf dem
doppelten Uberlagerungsradtnund Dichten auf: erarbeiten.

In Abschnitt[4.2 wenden wir uns physikalischen Theorien auf nichtorientierbaren
Weltflachen, insbesondere dem Wess-Zumino-Witten-Modell, zu. Als Voraussetzung zur
Behandlung solcher Theorien gehen wir davon aus, dass ein String-Hintergrund einer
Theorie mit orientierbarer Weltflache durch eine Gerbe mit Zusammenhang und Kurvung
bestimmt wird, eine solche aber zur Definition eines String-Hintergrundes fur Theorien
mit nichtorientierbarer Weltflache nicht ausreicht. Wir werden deshalb vorschlagen, eine
weitere Zusatzstruktur fir eine Gerbe mit Zusammenhang und Kurvung zu definieren,
die wir Jandl-Struktur nennen und die damit den Namen des Autors des obenstehenden
Vierzeilers tragt.
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Wir werden schlieZlich in Abschniff4.2.3 einen durch eine Gerbe mit Zusammen-
hang, Kurvung und Jandl-Struktur definierten String-Hintergrund auf einem Torus mit
bekannten, aus einem voéllig anderen Zugang gefundenen Resultaten vergleichen und eine
Ubereinstimmung finden. In Abschritt 4.p.4 untersuchen wir das Wess-Zumino-Witten-
Modell mit nichtorientierbarer Weltflache in einem durch eine Gerbe mit Zusammenhang,
Kurvung und Jandl-Struktur gegebenen String-Hintergrund.

4.1 Dichten auf nichtorientierbaren Mannigfaltigkeiten. Wir definieren das Ori-
entierungsbindel Gber einer MannigfaltigkBitund geben dann eine prazise Definition
des schonim Abschn.2 verwendeten doppelten Uberlagerungsraueimes Man-
nigfaltigkeity> an. Insbesondere wird diese Definition auch fur nichtorientierbare Mannig-
faltigkeiten gultig sein. Dann werden wir die Schwierigkeiten der Integration auf nicht-
orientierbaren Mannigfaltigkeiten besprechen, und den Begriff einer Dichte einfihren.
Dieser Themenbereich wird in der Literatur nur sehr sparlich behandelt; die Definition
von Dichten findet man zum Beispiel bei R. Bott und L.W. [uBbTu] oder bei S. Lang
[Ca], der auBerdem auch den doppelten Uberlagerungsraum einfihrt.

In Abschnitt[4.1.B werden wir die angekundigte Verbindung zwischen Dichten auf
einer Mannigfaltigkei®> und bestimmten Differentialformen auf dem doppelten Uberla-
gerungsraunt aufzeigen. Anhand dieser Verbindung kénnen wir eine leicht handzuha-
bende Integrationsvorschrift fir Dichten angeben.

4.1.1 Der doppelte UberlagerungsraunBei der noch vorzunehmenden Definition
von Dichten auf der nun mdglicherweise nicht orientierbaren Mannigfaltigkesipielt
das Orientierungsbiindel eine zentrale Rolle. Wir werden es auf3erdem zur Konstruktion
des doppelten Uberlagerungsraumes verwenden.

Wir werden uns in diesem Abschnitt auf zusammenhangende Mannigfaltigkeiten ein-
schrénken; eine Verallgemeinerung ist nicht schwierig, aber bringt keinen Informati-
onsgewinn. Dazu wahlen wir einen Atl4$U;, ¢;)},., von &, mit einer Uberdeckung
U = {U;},.; und Koordinatenabbildungep; : U; — R", so dass digp; als Abbil-
dungen von; in ihren BildbereichV; C R™ Homéomorphismen sind. Die zweifachen
Schnittmengen der Koordinatenumgebungesollen zusammenhangend sein, so wie es
zum Beispiel fiir eine gute Uberdeckung der Fall ist. Die Kartenwechselabbildungen

hij = @i o 90;1 c; (Ui NU;) — @ (U; N U;)

sind auf offenen Untermengen d&$ definierte Homdomorphismen, deren Jacobi-Ma-
trizen J (h;;) : ¢; (U;NU;) — R™", die sich wie Ublich aus den zweiten partiel-
len Ableitungen zusammensetzen, demnach nicht-entartet sind. Die Determinante dieser
Matrizen ist also eine glatte Funktiatet (J (h;;)) : ¢; (U; NU;) — R* = R\ {0},
insbesondere ist sie im ganzen Definitionsbereich entweder positiv oder negativ. Uns in-
teressiert nur das Vorzeichen gget (J (h;;))) € {—1;1}, das namlich angibt, ob die
Kartenwechselabbildunly; orientierungserhaltend oder -umkehrend ist.

Wir definieren einen Satz von Ubergangsfunktiongn: U; N U; — R* durch
i = sgn(det (J (h;;))) und konstruieren daraus analog zu der in Abschnitt B.2.2 ange-
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gebenen Konstruktion eines hermiteschen Geradenbindels ein reelles Vektorbindel vom
Rang eins, namlich

@:(meg)/@mmwaa%@ym (70)

il

mit Projektionr ([x,r]|) := z. Dieses Vektorbiindel ist unabhéngig von der Wahl des
Atlas’ und heif3t das Orientierungsbiindel VOnEs ist faserweise durch die Betragsfunk-
tion auf R mit einer Metrik ausgestattet. Unter den vielen aquivalenten Méglichkeiten,
Orientierbarkeit von Mannigfaltigkeiten zu definieren, geben wir hier die folgende

DEFINITION 4.1A. Eine Mannigfaltigkeit® heil3t orientierbar, wenn das Orientie-
rungsbindel : © — ¥ ein triviales Blndel ist.

Die Definition ist unmittelbar dquivalent dazu, dass eine orientierbare Mannigfaltig-
keit einen Atlas besitzt, in dem alle Kartenwechselabbildungen orientierungserhaltend
sind.

~ Wir konstruieren nun den doppelten Uberlagerungsraum als das Unterbtindel
¥ — X von ©, das aus den Elementen véhmit Einheitslange besteht. Beztglich
der Uberdeckungl kdnnen wir auch

i:(ﬂmxgﬁu)/@mmw@@%@ym (71)

icl

schreiben.ADie Fasell, ;= #~* (U;) Uber den Teilmengel; bilden eine offene Uberde-
ckung von3: und sind nach Konstruktiofi™! (U;) = U; x {—1; 1}, zerfallen also in zwei
disjunkte Komponenten

Si(z) ={(x,2) | x € U}

fir z € {—1;1}. Damit ist der Biindelraur per Definition ein Uberlagerungsraum von
Y vom Grad2.

Zwischen den beiden Zusammenhangskomponenten haben wir punktweise die Wech-
selabbildungery; () — S; (—=z), diese definieren lokale Involutionen : Ui — UZ-.
Sie sind mit der Aquivalenzrelation i@l) vertraglich und kleben damit zu einer glo-
balen Abbildungs : ¥ —— 3 zusammen. Nachderh auf den ersten Faktor in
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U; = U; x {—1;1} projiziert, gilt7 o o = #.

S s

™

e

R

Wir kdnnen nun den Fall einer orientierbaren Mannigfaltigkgials Spezialfall be-
trachten. Das Orientierungsbiindel und der doppelte Uberlagerungsraum sind triviale
Biindel, als®® = £ x R und® = ¥ x {—1;1}. Der doppelte Uberlagerungsraum zer-
fallt also global in zwei Zusammenhangskomponenten, die wir schon in Abschniit 2.3.2
kennengelernt und als Blatter bezeichnet haben.

Orientierungen betrachten wir nun als Schnitte in den doppelten Uberlagerungsraum.
Eine lokale Orientierung Uber eine offenen Untermebigeehen wir also als stetige Ab-
bildung oy : U — 3, so dasstoor; die Identitat auf/ ist. WennX. orientierbar ist,
kénnen wir globale Schnitte wahlen, und wenzusatzlich orientiert ist, so wird ein sol-
cher globaler Schnitt or: ¥ — 3 ausgewahlt, so wie wir es auch schon in Abschnitt
[2.3.3 getan haben.

Uber die Orientierbarkeit des doppelten Uberlagerungsraumes geben wir noch das
folgende

LEMMA 4.1B. Der doppelte Uberlagerungsraum einer beliebigen Mannigfaltigkeit
ohne Rand ist orientierbar.

Beweis Auf dem doppelten Uberlagerungsraum einer Mannigfaltigkdébt ein ka-
nonisches Normalenvektorfeld, das vom jeweiligen Blatt aus Adéckeist. Da der dop-
pelte Uberlagerungsraum lokal tiberall so aussieht wie in der obenstehenden Skizze, ist
seine Richtung glatt vorgegeben, und es verschwindet nirgends. ]

4.1.2 Integration auf nichtorientierbaren MannigfaltigkeiteWir behalten den Atlas
{(Us, ¢3) },c; der Mannigfaltigkeit mit Kartenwechselabbildungen; bei und betrach-
ten eine Differentialformv € Q* (X) als Schnitt im Formenbiindel; € T' (A*T™X).
Ublicherweise definiert man das Integral einer topdimensionalen Formvdiibiber eine
dem Atlas untergeordnete Partition der Einsund zwar durch [[BoTu], Prop. 3.3)

/Ew:IZ/Vi (o) ow. (72)

el
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Die Ubergangsfunktionen des Formenbiindels beziiglich der Uberdetkumgy. sind
gegeben durch; = det(J (h;;)) ", beim Wechseln zwischen zwei KartéhundU; mit
orientierungsumkehrender Kartenwechselabbildung, dasthe#tl, tritt auch zwischen

den Beitragen der Integrale tkigrbzw. U; zur Summe in[(72) ein unterschiedliches Vor-
zeichen auf. In dieser Summe heben sich also unkontrolliert Beitrdge auf, oder addieren
sich falschlicherweise.

Die hinter der Definition von Dichten stehende Idee ist, das Formenbiindel so zu mo-
difizieren, dass seine Ubergangsfunktionen auch beim Kartenwechsel mit einer orientie-
rungsumkehrenden Kartenwechselabbildung positives Vorzeichen haben. Dazu bietet sich
das Tensorprodukt mit dem Orientierungsbuindel an, dieses Blindel hat ndmlich dann die
Ubergangsfunktionen

/ —1 1
tij - det('] (hlj)) ’ Sgn(det(‘] (hlj))) - |det(J (hz]))”
die unabhangig von den Eigenschaften der Kartenwechselabbildéngemmer positi-
ves \orzeichen liefern. Das so konstruierte Buntf&l™ Y @ © heil3t das:-Dichtenbiin-
del UberX. Den Vektorraum der globalen Schnitte bezeichnen wir@it>, ©), einen
Schnitt selbst nennen wir Dichte.

Formal wird das Integral Uber eine topdimensionale Dichte QF (3, 0) genau
durch [72) definiert, im Fall von Dichten ist das Integral aber invariant unter allen, auch
orientierungsumkehrenden, Diffeomorphismen des Basisraumes, und daher wohldefiniert

([BaT] §7).

4.1.3 Dichten und Formen auf dem doppelten Uberlagerungsrawiin.haben nun
Dichten auf der eventuell nicht orientierbaren Mannigfaltigkekennengelernt, und den
stets orientierbaren doppelten Uberlagerungsraundir kénnen Dichten ibeE inte-
grieren und Differentialformen tGbet. In diesem Abschnitt werden wir einen Zusam-
menhang zwischen Dichten alifund bestimmten Differentialformen adf erarbeiten,
der das Arbeiten mit Dichten wesentlich vereinfacht, wie wir in den darauf folgenden
Abschnitten feststellen werden. Zu den Aussagen in diesem Abschnitt liegt uns keine
Literatur vor, obwohl sie sehr elementar zu sein scheinen.

Die unserem Zusammenhang zwischen Formen und Dichten zugrundeliegende Idee
ist, das Orientierungsbuindél Gber X, in dem die Dichten ihre Werte annehmen, mit
der Projektiont : 3 — X zu einem Biindef—'© iiber3 zuriickzuziehen. Die Dich-
ten ziehen wir in ihrer Eigenschaft als Schnitte ebenfalls zuriick zu Schnitten im Bundel
7710, und werden sie dann mit Differentialformen identifizieren. In dem kommutativen
Diagramm
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ist das zurtickgezogene Orientierungsbiindel die Mannigfaltigkeit
Ale = {(:f:,t) €S %O |7 (2) :w)}.

Wir werden nun zeigen, dass dieses Bundel trivial ist, und konstruieren dazu einen Iso-
morphismusd : 7710 — 3 x R von rellen Geradenbiindeln. Wir verwenden wieder
den Atlas{U;, y;},., aus der Konstruktion des OrientierungstndeIs und betrachten ei-

ne Koordinatenumgebun; C ¥ und ihre Fasel a1 (U;) C S im doppelten
Uberlagerungsraum. Uber dieser Menge haben wir nun die Badér;) C #'O des
zuriickgezogenen Bundels, die aus Padfien) € #~'© mit 2 € U; undt € = (U;)
besteht. Ubet/; = U; x Z, undz~! (U;) = U; x R identifzieren wiri = (z;, z;) und
t = («},r;), wobei die Bedingung (¢) = 7 (&) gerader; = x, bedeutet. Wir definieren
zunachst lokale Homéomorphismen

O, - ;1 (U;) — Ui x R: (&) — (2, 2z71)

deren Inverse einem Eleme(dt ) mit & = (4, z;) undr € R das Elemen®; ' (#,7) =
(2, (s, 27)) zuordnen. Sehen wir uns nun einen Pufkit) in einer Schnittmenge
dy1U; N 971U, an. Wir identifizieren in der Fased, 'U; wieder i = (z;,2) und

t = (x;,7;) und genauso fur die Faséy! U Bezuiglich der Aquivalenzrelation |.70)
istz; = ¢, (z;) - z; undr; = g;; (x;) - r;. Da aberlnjedem Fally; (z;) = 1ist, haben wir
zir; = z;r; und daher; (z,t) = &, (z,t). Die lokalen Homdomorphismethi kleben
daher zu einem globalen Homéomorphisnius 710 — 3 x R zusammen, dieser
erfullt 9, o ® = 0, und ist damit ein Isomorphismus von reellen Vektorbindeln.

1O 2> xR

-k

y———3
Es sei nunv € QF (33, ©) eine Dichte, also ein Schnitt im Bind&t7*> @ © Uber
¥. Uber einer der KoordinatenumgebundéraRt sie sich schreiben als

wly, = Zwai ® Sai (73)

a€cA

mit lokalen Formenw,; € QF(U;) und lokalen differenzierbaren Schnittey; <

' (U;, ©), wobei das Tensorprodukt ubére (U;) zu nehmen ist. Wir ziehen alle For-
men und Schnitte mit : U; — U, zuriick. Im ersten Fall definiert das Zuriickziehen
von Differentialformen lokale Formefi*w,; € QF(U;). Im zweiten Fall bekommen wir
Schnittet*s,; : Uy — # 1@ die wir aber mit dem Bundehsomorph&m@zu Schnit-
ten® o 7*s,, : U — R x 3 im trivialen R-Biindel tibe®: umwandeln. Dann definieren
wir durch

= #Wai ® (P 0 #"s4;) (74)
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einen lokalen Schnitt im Bundél*T*%; ®r R. Da wir die lokale Darstellun@:%) durch
Einschrankung eines global definierten Schnittes gewonnen haben, und nur mit den glo-
bal definierten, stetigen Abbildungéri und ¢ operiert haben, kleben die (w) wieder
zu einem globalen Schnitt (w) zusammen. Da win*T*3 @ R kanonisch mit dem
Formenbiindeh*T*% tiberY identifizieren kénnen, haben wir so eine Differentialform
T (w) € QF(2) definiert.

Das definiert eine Abbildung

T QF (32,0) — Qk(i),

die den gewlinschten Zusammenhang zwischen Dichten anél Differentialformen auf

S herstellt. Den Rest dieses Abschnittes verbringen wir damit, zwei wichtige Eigenschaf-
ten dieser Abbildung zu zeigen. Zunachst sehen wir in dem anschlieRenden Lemma, dass
nur sehr spezielle Differentialformen auf dem doppelten Uberlagerungsraum von Dichten
auf: abstammen.

LEMMA 4.1c. Differentialformeny € Q*(2) im Bild vonr wechseln beim Zuriick-
ziehen durch die Involutioa : > — ¥ ihr Vorzeichen; fur allep € im (1) gilt also
oo =—¢.

BeweisEs seip € Q%() eine Differentialform im Bild der Abbildung, undy €
Q" (%, ©) eine Dichte mity = 7 (). Dann haben wir lokal auf einer offenen Untermenge
U; die Zerlegung@), namlich

0= S A0 ® (B0 i s0).

a€cA

@

Dac faseArweise auf. operiert, alsof(Ui) = U, ist, konnen wir das Zuriickziehen nait
lokal aufU; betrachten, dort ist

o Ply, = Z O T 0o @ 0" (P 0T 54) - (75)
acA

Im ersten Faktor des Tensorprodukts habemwirp; = (7 o )" p; = 7*¢;. Im zweiten
Faktor mussen wir den lokalen Schritb 7*s,,; : U; — 3. x R zuriickziehen zu einem
lokalen Schnitt im Biindeb~'(3 x R). Per Definition besteht es aus Tripégln, 7, r),
wobei (,7) € ¥ x Ristundz € ¥, so dass () = # ist. Wir kénnen es durch die
Abbildungd, : ¢~ 1(2 x R) — ¥ x R, die auf die Identitat voi projiziert und damit
ein Isomorphismus von trivialen Blindeln ist, kanonisch Yhit R identifizieren. Wenn
wir die Zahlr € R definieren durcii® o 7*s,;) () = (&, ), dann ist

0t (B 0 A*500) (£) = (&, (@ 0 750) (0 (2))) = (2, %, —1) .

Wir identifizieren alsoo™ (¢ o 7*s,;) mit dem Schnitt—® o 7*s,; : U — Y xR;
im Tensorprodukt[(75) tritt also in jedem Summanden ein Faktbrauf, so dass wir
Pl = — ¢lg, haben. O
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Wir bezeichnen die Menge der Formene Q*(%), die beim Zuriickziehen mit
ihr Vorzeichen wechseln, mi*(3)~. Das voranstehende Lemma besagt, dasine
Abbildungr : Q%(%,0) — QF(3)~ ist. Mit dem nachsten Lemma prézisieren wir diese
Aussage.

LEMMA 4.1D. Die Abbildungr : QF (2,0) — QF(3)~ ist ein Isomorphismus von
R-Vektorraumen.

Beweis ist eine lineare Abbildung, deren Surjektivitat wir konstruktiv zeigen. Es sei
alsoyp € QF(2)~, das heiBt*$ = — . Wir betrachten sie auf einer offenen Untermenge
U; = U; X Zs, d|e aus den beiden Zusammenhangskomponeften und S; (—1) be-
steht. Mit den beiden Abbildungen, : U; — S; (z) fur z € Z, ziehen wir sie zuriick zu
Formeny; . := ;¢ € Q" (U;). AuRerdem definieren wir lokale Schnitig, : U; — ©
durchs; ., (z) = (z,2) € m~ 1 (U;) fur 2 € Zy C R. Dann definiert

eine Dichte aut2. Wir wendenr an und haben dazu die Formghy; . und die Schnitte
® o 7*s; , zu untersuchen. Fur die erstereniisp; . = (r;, o )" , wobei die Abbildung
ri » o 7 definitionsgemaf auf den beiden Zusammenhangskomponenten folgendermalen
wirkt: )

N N z fur z e S; (z

(riz 0 ®)lg, (2) = { o (&) fur € S;(—2)
Unter Verwendung der Voraussetzungp = — ¢ ist daher auf der Zusammenhangskom-
ponenteS; (2') gerader*y; . = 2’z - ¢. Jetzt betrachten wir noch die Schnifte> 7*s; ..
Hier gilt fur einz € S; (2') gemal der Definition des Isomorphismbglie Beziehung
(Po7*s;,)(T) = (2, (7(2),2)) = (T, 7'2). Wir fassen beide Ergebnisse zusammen
und haben .
T@lsen =5 D 7% Plse) ®22 = Pls e

z=-—1,1

das heil3t () = ¢.
Zum Beweis der Injektivitat seb € QF (3, ©) eine Dichte. Wir betrachten sie punktweise
an einem Punkt € ¥, ndmlich

Z Saz ()DOL’L

a€cA

Wir betrachten die dazugehorige Differentialforni,) ebenfalls punktweise an einem
der beiden Punkte € X in der Faser Ubet, also7 (Z) = x, und nehmernr (¢)|, = 0
an. Dann gilt

O0=r7 (90)|£ = Z ((I) © 7%*5042‘) (£> (7 Qpaz Z(I) Saz Qpaz‘x)

acA acA
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und dad faserweise eine lineare Abbildung ist, auch

® (Z Sai () - samlx) =& (¢l,) =0.

acA

Nachdem® zusatzlich ein Isomorphismus ist, haben wir sclgon = 0, die Abbildungr
ist daher injektiv. ]

4.1.4 Integration von DichtenAnhand der Identifizierung von Dichten atifmit be-
stimmten Differentialformen auf dem doppelten Uberlagerungsraukdnnen wir das
Integral Uber eine Dichte € Q2 (2, ©) auch beztglich einer Triangulierung véhan-
schreiben. Wir beschranken uns hier auf den fir uns wichtigen Fall einer zweidimensiona-
len Mannigfaltigkeit, obwohl wir natirlich auch héher dimensionale Mannigfaltigkeiten
triangulieren kénnten.

Bei der Triangulierung verwenden wir soweit wie moglich die Konventionen aus Ab-
schnit3.4.1L, wir wahlen also zunachst wieder unsere offene UberdetkungU.},.,
und eine Menge von Dreieckgm\,, } . ,, die dieser Uberdeckung untergeordnet ist, wir
haben also einen IndéXa) < I fiir jedes Dreieck, so dags, C U, ist. Im Unterschied
zu der in Abschnitf 3.4]1 besprochenen Triangulierung kénnen wir hier nicht von einer
Orientierung der Mannigfaltigkeit lokale Orientierungen der Dreiecke induzieren, da wir
nun von einer im Allgemeinen nicht orientierbaren Mannigfaltigkeit ausgehen. Wir mis-
sen also die bendétigten lokalen Orientierungen separat wahlen, wobei wir sie sofort als
lokale Schnitte qf : Ujq) — 3 in den doppelten Uberlagerungsradhansehen. Dann
notieren wir{ A, or, } . , als Triangulierung der nichtorientierbaren Mannigfaltigkeit

Es sei nun := 7 (o) € Q*(%) die der zu integrierenden Dichte entsprechende Dif-
ferentialform auf dem doppelten Uberlagerungsraum. Ihre Einschrankungen ergeben auf
jeder Teilmengé/; lokale Formery; € Q2 (U;). Das Integral tber die Dichteteilen wir
damit so auf, dass wir jedes Dreieck mit der gewahlten, lokalen Orientierung ausstatten,
und die lokalen Differentialformen Uber dieses Gebiet integrieren,

/E ¢ Z /ora(Aa) @a-

a€A
Wir sehen hier explizit, dass das Integral unabhangig von den gewahlten, lokalen Orien-
tierungen ist, denn hatten wir auf irgendeiner Teilmeligg) statt o, die andere Orien-
tierung, nadmlichvoor, gewahlt, so héatte dieser Summand denselben Beitrag, namlich

/ @a = _/ O-*éoz = / @ou (76)
a(0re (Ag)) ore (Ag) 0ra(Aa)

geliefert. Dabei geht ein, dassine orientierungsumkehrende Abbildung ist, und das In-
tegral Uber eine Differentialform unter orientierungsumkehrenden Transformationen das
Vorzeichen wechselt.
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Wir kdnnen hier eine interessante Folgerung anschliel3en, und setzen aus der Tri-
angulierung vor® eine Triangulierung des doppelten Uberlagerungsratressam-
men. Dazu nehmen wir die Dreiecke,@n\,) C Ui(a) zusammen mit den Dreiecken
o(or, (Ay)) C Ui(a), die den gesamten Raum Uberdecken. Die Integrale der Differential-
form ¢,, Uber die Dreiecke qr(A,) unde (or, (A,)) sind gema (76) gleich, wir folgern

also
1 . R
/Q = 5 Z/ QOa +/ Oa | -
b acA Y a(Aq) o(0ra(Ax))

Dann steht in der Klammer nichts anderes das Integral der Differentialfdiiver den
doppelten Uberlagerungsraum, aufgeteilt in eine Triangulierungvdamit ist

/Zg%/i@. (77)

Wir konnen auch jederzeit den Spezialfall einer orientierbaren Fl&dyegrachten, in
dem?Y aus zwei disjunkten Blattern besteht. Dann ist der Zusammenhang zwischen den
Integralen offensichtlich.

4.2 Gerben mit Jandl-Strukur. In den letzten beiden Abschnitten 4]2.3 ind 4.2.4
wollen wir zwei konkrete physikalische Modelle auf nichtorientierbaren Weltflachen un-
tersuchen, und in beiden Fallen einen String-Hintergrund durch eine Geiber dem
Zielraum M mit Zusammenhang und Kurvung vorgeben. Da es bisher nicht gelungen ist
eine Theorie auf nichtorientierbaren Weltflachen durch diese Vorgaben allein zu definie-
ren, gehen wir davon aus, dass tatséchlich neben einer Gerbe mit Zusammenhang und
Kurvung mehr physikalische Information gewéhlt werden muss.

Das steht im Einklang mit anderen Zugangen zu nichtorientierbaren Theorien, zum
Beispiel der von Orientifoldd JBfu]. Dort wahlt man eine orientierungsumkehrende Ori-
entifold-Abbildung, und erhalt so zum Beispiel eine Stringtheorie vom Typ | aus solchen
vom Typ IIB. Bei einem algebraischen Zugang zur Konstruktion topologischer Feldtheo-
rien wahlt man zusatzlich zu einer fir orientierbare Weltflachen zur Konstruktion aus-
reichenden, bestimmten Frobenius-Algebra, im Fall nichtorientierbarer Weltflachen eine
Reversion auf dieser Algebfa[FuRu$ch], das ist ein bestimmter Algebren-Homomorphis-
mus von der Algebra in ihre opponierte Algebra.

Die Struktur, die wir als notwendige Wahl zur Definition eines String-Hintergrundes
fur nichtorientierte Weltflachen vorschlagen, besteht aus einer Involytioh/ — M
des Zielraumes, die durch Zuriickziehen auf der Gérlvérkt, so dass eine bestimmte
Bedingung erfillt ist. Diese Bedingung ist durch den algebraischen Zugang motiviert, und
ihre Formulierung erfordert zunachst die Definition einer opponierten Gerbe, die wir in
dieser Arbeit als neuen Begriff einfuhren.

4.2.1 Opponierte Geradenbtindel und Gerbetu einem gegebenen komplexen Vek-
torraumV’ haben wir nicht nur den Dualraui = Hom (V, C), sondern auch noch den
sogenannten opponierten VektorraliffP?, der aus denselben Elementer V' besteht
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wie V, auf demC aber durch eine andere Skalarmultiplikatiomit dem komplex konju-
gierten Element wirkt\ x v := v fur A € C. Zu einem hermiteschen Geradenbiinblel
mit hermitescher Metril, bekommen wir genauso ein opponiertes BUntiP, dessen
BlUndelraum genail ist, auf dessen Fasethaber durch: operiert. Die hermitesche Me-
trik 1 kann unverandert auf°"® als Metrik wirken, dah (A * z) = h (Az) = ]Xf h(r) =

IA]> h () ist. Die veranderte Multiplikation wirkt sich auf die Ubergangsfunktionen aus;
haben wir zum Beispiel zwei Schnitte: U; — L™ unds; : U; — L* und die Uber-
gangsfunktiory;; : U; N U; — U (1) bestimmt mits; (z) = g;; (x) - s; (x), so ist die
komplex konjugierte Funktiop®® = g,. = gigl die Ubergangsfunktion im opponierten
Geradenbundel. Fur die Chern-Klassen gilt also

ch(L°P) = —ch(L).

Genauso wie die Metrik liefert ein Zusammenhang Aafuch einen Zusammenhang
VOPPauf LOPP. Fur einen lokalen Schnitt: U — L und die dazugehdrige lokale Zusam-
menhangsform! € Q' (U) mit V (s) = 1 (A ® s) haben wir aufgrund der veranderten
Skalarmultiplikation die lokale Zusammenhangsfotfi® = — A im opponierten Bindel,
VOPP(s) = 1 % (A%P® s). Also gilt auch fur die Deligne-Klassen

del (LOPP, VOPP) = — del(L, V),

insbesondere sind das opponierte und das duale Bindel als hermitesche Geradenbindel
sowohl mit als auch ohne Zusammenhang isomorph.

DEFINITION 4.2A. Es seiG = (Y, L, 1) eine Gerbe Ubed/ mit Zusammenhany
und KurvungC'. Die zuG opponierte Gerb&;°PP hat denselben Bindelrauim, das zu
L opponierte Geradenbindé&PP? und die Gruppoidstruktur. Wir statten sie auRerdem
kanonisch mit dem opponierten Zusammenh@f$ und mit der Kurvung°?? .= —(C'
aus.

Wir berechnen die Dixmier-Douady-Klasse und die Deligne-Klasse der opponierten
Gerbe. Wenn wir bezuglich einer guten Uberdecktntiir eine Gerbeg = (Y, L, i)
aus Schnitten nacl die Abbildungs : My — Y bestimmt, und weitere Schnitte
oij « U; — LT gewdhlt haben, kdnnen wir die Ubergangsfunktioggp: Uij —
U (1) aus dem Vergleich des Vektqus (95 '0;; (z) ® 9; oy, () mit dem Vektord, ' oy,
bestimmen. Liegt nun das opponierte Geradenbundelor, so tritt hier das komplex
konjugierte Elemeny,;, () auf. Die Ubergangsfunktionen der opponierten Gerbe sind

also durchy;7? = g, gegeben, und fur die Dixmier-Douady-Klasse gilt
dd(GP") = —dd(G).

Mit dem Zusammenhany'; auf L, haben wir auf die Schnitte;; gewirkt und lokale
Zusammenhangsformety; erhalten. Der opponierte Zusammenhang erzeugt auf densel-
ben Schnitten die Zusammenhangsfomzn%ﬂJ = —A,;. Die Definition der Kurvung °F?
bringt auBerdem unmittelbd™® = — B, = —s;C. Damit ist die Deligne-Klasse

del (G, V%, C°%F) = — del(, V., 0),
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die opponierte Gerbe ist sowohl mit Zusammenhang und Kurvung als auch ohne stabil
iIsomorph zur dualen Gerlgg'. Fir ihre Krimmung gilt damit ebenfalls

K (VPP CPP) = — [ (V,C).

4.2.2 Jandl-Struktur.Die durch Orientifold-Abbildungen motivierte Wahl einer In-
volution v des Zielraumes, und die Tatsache das Begriffe wie rechts und links unter der
Wirkung einer solchen, orientierungsumkehrenden Abbildungen nicht nur verwechselbar
sind, sondern unter Umsténden tUberhaupt keinen Sinn haben, veranlassen uns zu, der zu
wahlenden Struktur den Namen Jandl-Struktur zu geben.

Ihre Definition treffen wir wie folgt.

DEFINITION 4.2B. Eine JandI-Struktur auf einer Gerlgg tiber M mit Zusammen-
hang und Kurvung ist eine Involution: M — M, so dass die Gerben*G und G°PP
stabil isomorph sind als Gerben mit Zusammenhang und Kurvung.

Wir diskutieren einige Folgerungen aus der Existenz einer Jandl-Struktur auf einer
Gerbe. IstV der Zusammenhang vanhund C' die Kurvung, so gilt, da stabil isomorphe
Gerben gleiche Krimmungen haben, fur die Krummiéhg= K (V, C) die Beziehung

~v'H=—H.

Zur weiteren Untersuchung der stabilen Isomorphie mussen wir uns die Gerbe
v*G @ (G°PP)* ansehen. Ihr Blindelraum ist das Faserprodukt = v~ 'Y x,, YV =
(Y xp M) xp Y. Wir missen hier sehr genau mit der Definition des Faserproduktes
umgehenMy ist demnach genau die (grof3tmdaglichste) Untermenge&venV/ x Y, so
dass das Diagramm

My~ 1y 2y

b bk
™ Y
Y M M
kommutiert. Wenn wir die drei mdglichen Wege von oben links nach unten rechts ein-
schlagen, haben wir

My ={(y,m,y) €Y x M xY |y (m(y)) =~ (m) =7 (y)}. (78)

Die Projektion vonMy nachM ist demzufolge gegeben durpliy, m,y') = v (m). Sind

also die Gerben*G undG°PP stabil isomorph, so gibt es ein hermitesches Geradenbtindel
L — My mit Zusammenhan¥ ;, so dass die GerbeftG ® (G°)" undt (£ ) iso-

morph sind als Gerben mit Zusammenhang und Kurvung. Wir kbnnen daraus eine weitere
Folgerung aus der Existenz einer Jandl-Struktur ziehen. Da die Kurvungen isomorpher
Gerben gleich sind, und die Kurvung der trivialen GettQéM) geradeK (V) ist, qgilt

fur die KurvungC' der Gerbejy

piC +p3C = K(Vy), (79)
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wobeip; = d,005 in die erste ungh; = 0,00, in die dritte Komponente von/y- projiziert.
Insbesondere definiegt C' + p5C' € Q? (My ) eine integrale Kohomologieklasse.

Zur Behandlung des Wess-Zumino-Terms wird vor allem der folgende Satz verwendet
werden.

SATz 4.2c. Gilt fiir eine triviale Deligne-Klass¢ € H?(X,Z(2)},) auf einer orien-
tierbaren MannigfaltigkeitX und eine Involutiony : X — X die Bedingung*¢ = —¢,
so gibt es eine Zweiform e Q*(X) mittr (¢) = £ undy*o = —p.

BeweisGemaR Lemmp 3ggibt es eine Zweiformy’ € Q*(X), so dassr (¢) = £
ist. Wir werden uns die Deligne-Hyperkohomologieklagsein beziiglich einer Uberde-
ckungil = {U;},.,; von X ansehen, die mit der Involutionvertraglich sein soll, insofern
dass es eine Abbildung der Indexmerige/ — I gibt, so dass (U;) = Uy ist. Wir
wollen an dieser Stelle nicht in voller Allgemeinheit die Existenz einer solchen Uberde-
ckung diskutieren, sondern hier nur auf den fur uns relevanten Fall eingeherk dizss
doppelte Uberlagerungsraum einer anderen Mannigfaltigkist. Dann wahlen wir eine
gute Uberdeckun@ = {V;},_, vonX und ziehen sie mit nachX zuriick. Die Teilmen-
gens—! (V) zerfallen in die beiden Zusammenhangskomponesité¢h) und.S; (—1), die
wir separat als Teilmengen vahnehmen. Die Schnittmengen der Fofin(1) N .S; (1)
sind jeweils homéomorph zi; N U; und daher ebenso zusammenziehbar.
Beziiglich einer solchen Uberdeckung wahlen wir also einen Deligne-Kozykel
(9,A,B) € Tot2C*(U,Z(2)3,), der die Klasset reprasentiert. Fiir die Klassg ¢
kénnen wir nun beziglich derselben Uberdeckung den Deligne-KozyKel A, B) €
Tot 2C* (84, Z (2)3,) nehmen.
Da die Klass€ trivial ist, gibt es ein Elementf, m) € Tot 'C* (8, Z (2)3,), so dass

(9,4, B) + D (f,m) = (1,0, ¢) (80)

gilt. Nach Voraussetzung sind auf3erdem die Deligne-Hyperkohomologiektassand
—¢ gleich. Daher haben wir ein weiteres EleméghtIl) € Tot'C*(4,Z(2)},) mit
v (g9, A, B) = — (9, A, B) + D(h, II). Mit ausgeschriebenen Indizes bedeutet das

7 Bywy = —Bi+dl
Y Aywag = —Ay+1 =11 + dlog (b))
V9@ Ak = Gk Pk - hi - hige

Wir wendemy* auf (80) an. Es folgt unter Ausnutzung der letzten Gleichung in der ersten
Komponentes (v*f - h- f) = 1, so dass es also gemal der verallgemeinerten Mayer-
Vietoris-Sequenz in Safz 3allein k € CO(4, U (1)) gibt mit 6k = ~*f - h - f. In der
zweiten Komponente haben wify*m + m + II + dlog(k)) = 0, so dass wir eine global
definierte Formm, := v*m + m + II+dlog(k) € Q'(3) haben. Zuletzt haben wir in der
dritten Komponentey*o’ = —o + dn. Offenbar isty*dn = dn. Wir definierenp :=

o — %dn. Dann gilty*o = —p. AuBerdem sind die Deligne-Klassemndtr (¢) wegen

(9. A, B) + D(f, m + %n) ~ (1,0, 0)
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gleich. O

4.2.3 Nichtorientierte Stringtheorie auf dem Torudas erste Modell, welches wir
unter Verwendung der Definition einer Jandl-Struktur untersuchen wollen, ist eine 1992
von M. Bianchi, G. Pradisi und A. Sagnotti betrachtete Stringtheorie mit einem Torus
M = T? als Zielraum [BIPra3d][Bi].

Wir diskutieren mit unseren Moglichkeiten die Kopplung eines geschlossenen Strings
¢ : ¥ — T? an einen String-Hintergrund. Aus Dimensionsgrindefigfr?) = 0, wir
haben also nur Hintergrundfelder der Feldstétke- 0 zu betrachten. Die Kopplung des
Strings an dieses Hintergrundfeld wollen wir durch den Kopplungsterin (67)

exp (i Skopp[®#]) := hol (G, V,C, ¢)

beschreiben und betrachten daher die Meng€l?, 0) der Gerben mit Zusammenhang
und Kurvung Uber dem Toru&? mit Krummung K (V,C) = kH = 0, wieder aus
Dimensionsgrinden sind das alle Gerben tber dem Torus. Wir wollen uns wieder ein
Bild uber diese Menge machen und sehen sie gemaR Kofolla} &s1H?(T?, U (1))-
Torsor. Diese Kohomologiegruppe ist tiber das Universelle-Koeffizienten-Theforem (19)

H*(T?, U (1)) = Hom (Hy(T?),U (1)) @ Ext(H,(T?), U (1)). (81)

Die Homologiegruppen des Torus sind bekannt/l$T?) = Z & Z und H,(T?) = Z.
Die Gruppenhomomorphismen im ersten direkten Summanden bilden damit die Gruppe

Hom (Z,U (1)) = R/Z = U (1).

Um die Ext-Gruppe im zweiten direkten Summanden zu berechnen, induzieren wir aus
der kurzen exakten Exponentialsequenz

0—72Z—R-—U()—0

abelscher Gruppen fir eine beliebige abelsche Grupbpee lange, exakte Sequenz von
Hom- und Ext-Gruppen

0

Hom(A;Z) — Hom(A; R) —— Hom(A; U(1)) )

L> Ext(A;Z) — Ext(A;R) —— Ext(A; U(1))

0

Nachdem fir eine beliebige abelsche Gruppdie Ext-Gruppe EX¥Z, B) verschwindet,
haben wir furB = R

Ext (H,(T?),R) = Ext(Z ® Z,R) = Ext(Z,R) ® Ext(Z,R) = 0.

In der Sequenz fud = H,(T?) steht am Ende eine surjektive Abbildung dieser Gruppe in
die gesuchte Gruppe Ex{,(T?), U (1)), damit verschwindet auch diese, und wir haben

H* (T2, U (1)) =U(1).
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In [BiPraSa] wird die triviale Involution id T? — T? betrachtet. Wir folgen dieser
Vorgehensweise und nehmen nun an, dass es eine GamoeZusammenhany und
Kurvung C gibt, so dass die Identitat eine Jandl-Struktur ist. Dann ist der Renaus
) diffeomorph ZLJY][VQ], und die beiden Diagramme

Yi 2= Y2 Yir 2= Y2
Pll iaz pBl \Lal
Yy ——Y Yy ——Y

kommutieren. Dann bedeutet die Gleichund (#3) + p;C = K (V) gerade

K (V) =8C+0:C = 8C —d:C +20:C
= 6y (C) +201C = K (V) + 20:C

also
20/C =K (V) —K (V).

Damit definier2C' insbesondere eine integrale Kohomologieklasse. Das war genau eines
der Resultate von Bianchi et. al.. [n]BI[BiPrdSa] wurde dieses Resultat aber aufgrund ei-
ner vollig anderen Argumentation gefunden, namlich durch eine Analyse der Symmetrien
des Spektrums von Bulkfeldern unter einem Austausch von Links- und Rechts laufenden
Stromen.

4.2.4 Das Wess-Zumino-Witten-Modell auf nichtorientierbaren Weltflacbea.
zweite Theorie, die wir diskutieren wollen, ist das Wess-Zumino-Witten-Modell auf ei-
ner nichtorientierbaren Weltflache. Wir arbeiten also mit einer Theorie von Abbildungen
p:2— G des doppelten Uberlagerungsraumes, die invariant unter der Paritatssymme-
trie  — ~ o ¢ o o sind. Dabei wary : G — G eine Abbildung der Formy = [, o Inv
fur ein Element im Zentrum der Gruppe. Wir hatten die Menge dieser invarianten Abbil-
dungen mitMap (3, G) bezeichnet. In dem in Abschn@iz behandelten Fall einer
orientierbaren Weltflache konnten wir dann nach Wahl einer Orientierungiloer die
Bijektion von Abbildungen

C/)—fi : Map (Orz (Z) ) G) - Map (27 G)J;y

die orientierte Theorie von Abbildungen: ¥ — G mit der dazugehdrigen Bewegungs-
gleichung reproduzieren. Auf einer nichtorientierbaren Mannigfaltigkeit kénnen wir keine
solche Orientierung wahlen und missen mit Abbildungen des doppelten Uberlagerungs-
raumes fortfahren.

Betrachten wir zunéchst den kinetischen Term des Wess-Zumino-Witten-Modells. Er
war definiert als das Integral der Lagrangedichtg (13) tber die Weltflache. Die Lagran-
gedichte hatten wir in der orientierten Theorie als die Zweifdfp] = (¢*0, x¢*0) €
02 (X)) eingefiuhrt. Das Integral dieser Zweiform hatte sich als invariant sowohl unter



einem Orientierungswechsel als auch unter der separaten Transformation v o ¢
herausgestellt. In unserem Fall haben wir die Zweiform

L:

£06] = (50.%6°0) € 9*(5)

auf dem doppelten Uberlagerungsraum. Da der Hodgesche Sternoperator unter einem
Orientierungswechsel sein Vorzeichen andert, erfiillt sie die Bedingtiig= —£ und
korrespondiert daher zu einer Dichfe= 7~ 1(£) € Q% (%, ©). Die Lagrangedichte tragt

ihren Namen also zurecht. Den kinetischen Term kénnen wir nun durch

~ k
Sldl =5 [ £

definieren.

Ist > mdglicherweise orientierbar, so kdnnen wir eine globale Orientierungvéh-
len und erhalten aus der Bijektiemy, eine Abbildungy :ors (X) — G. Dann wirdL
zu einer ZweiformZ € Q2 (orx (X)) und wir haben sofort die gewohnte Wirkug](12).

Fur den Wess-Zumino-Term bestimmen wir die bis auf stabile Isomorphie eindeu-
tige GerbeG Uber G mit Zusammenhan®y’ und KurvungC, so dass die Krimmung
K (V,C) = kH ist. Wir behandeln hier den Fall, dags G — G eine JandI-Struktur
der GerbgJ ist. Die notwendige Bedingung dafir ist dadurch erfillt, dashe Eigen-
schaft
vH=—H

hat. Zur Berechnung der Holonomie vgrum die Weltflache: ziehen wir die Deligne-
Klasse der Gerb€ mit ¢ : > — G zuruck zu einer Deligne-Klasge= ¢*del(G, V, C)
uberX. Aus der Invarianz der Abbildung folgt

o't = o*¢*del(G,V,C) = ¢*y"del(G,V,0)
= —¢*del(G,V,C) = —p*<.
Damit konnen wir Sat anwenden und erhalten eine Zweifodme Q2(3)~ mit
tr (0) = £. Zwei verschiedene Wahlgnund ¢’ dieser Zweiform fihren zu einer Differenz

06— 0 € QE,Z(E)*. Wir betrachten die korrespondierenden Dichten € Q2 (%) . Fur
die Differenz gilt gemaf{(77)

L f. .
/9—9’25/9—9’67?%-
by b))

hol (g,V,C, &) = expi/Q

3

Daher ist das Integral

nur bis auf ein Vorzeicheexp (i) wohldefiniert.



Im Falle einer orientierten Weltflache reduziert sich dieser Ausdruck sofort auf die
Holonomie der Gerbg mit Zusammenhany und KurvungC' tUberX..

Wir haben also eine Definition des Wess-Zumino-Witten-Modells gefunden, die auf
orientierbaren Weltflachen die in Abschifitt 2 beschriebene Theorie reproduziert, und auf
nichtorientierbaren Weltflachen die Amplituden im Pfadintegral bis auf ein Vorzeichen
bestimmt.
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