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1 Einleitung

Wenn wir die Bewegung punktförmiger Teilchen auf einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit M unter dem Einfluss elektrischer und magnetischer Felder betrachten, fassen
wir die Feldstärken der beiden Felder im antisymmetrischen Feldstärketensor zusammen.
Dadurch wird eine ZweiformF ∈ Ω2 (M) definiert, die die Maxwell-Gleichungen

dF = 0 und d? F = J

erfüllt. Die erste Gleichung besagt, dassF eine geschlossene Differentialform ist. In der
zweiten Gleichung gehen im Hodgeschen Sternoperator Metrik und Orientierung vonM
ein, undJ beinhaltet Informationen über die vorhandenen Ladungen und Ströme. Wir
werden hier nur noch den FallJ = 0 weiterverfolgen, der dem eines leeren Raumes ohne
Ladungen und Ströme entspricht. In diesem Fall betrachten wir also eine Theorie, deren
Freiheitsgrade zunächst einmal geschlossene Zweiformen zu sein scheinen.

Es ist bequem, die Existenz einer Eichpotential genannten EinsformA ∈ Ω1 (M) mit
der Eigenschaft dA = F anzunehmen. Falls ein solches Eichpotential existiert, ist es im
Allgemeinen nicht eindeutig durch die Feldstärke bestimmt, da man von einem Eichpo-
tential über eine EichtransformationA 7−→ A+ dΛ mit einer FunktionΛ aufM stets zu
einem anderen Eichpotential übergehen kann. Da die physikalisch relevanten Informatio-
nen der klassischen Theorie aber weiterhin in der FeldstärkeF stecken, sind Messgrößen
stets invariant unter solchen Eichtransformationen. Das EichpotentialA hat hier den Cha-
rakter einer Hilfsgröße, die unter Umständen Rechungen erleichtern kann.

Wir lassen zum Beispiel ein punktförmiges Probeteilchen der elektrischen Ladunge
entlang einer geschlossenen Trajektorieφ : S1 −→ M im Raum kreisen und beobachten
den Einfluss der FeldstärkeF , zu der wir ein EichpotentialA wählen. Die Bewegungs-
gleichung des Teilchens erhalten wir durch Variation seiner Wirkung, in der die Kopplung
seiner Ladung an das Feld durch den Term

Skopp [φ] = e

∫
S1

φ∗A (1)

eingeht. Unter einer EichtransformationA 7−→ A+ dΛ ändert sich dieser Kopplungsterm
gemäß des Stokesschen Satzes um das Integral vonΛ über die leere Menge∂S1 = ∅, er
ist also eichinvariant.

Obwohl eine zur elektrischen Ladung analoge magnetische Ladung nie beobachtet
wurde, untersuchte P.A.M. Dirac 1931 magnetische Monopole [Di1][Di2]. Nehmen wir
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zur Vereinfachung statt einer beliebigen Mannigfaltigkeit den VektorraumR3, so können
wir die Differentialformen bezüglich eines globalen Koordinatensystems in Komponenten
zerlegen. Die Komponenten der Feldstärke eines im Ursprung ruhenden magnetischen
Monopols der Ladungµ sind gegeben [Ga1] durch

F ij (x) =
µ

2
· εijk · xk

|x|3
.

Aufgrund der Singularität im Ursprung haben wir es also mit einer aufM = R3\ {0}
definierten Theorie zu tun. Ein Eichpotential hätte KomponentenAi mit der Eigenschaft
F ij = 1

2
(∂iAj − ∂jAi). Bei der Frage nach der Existenz eines solchen, global definierten

Eichpotentials werden nun topolgische Eigenschaften des Raumes wichtig. Für zusam-
menhängende und einfach zusammenhängende Räume wäre das Verschwinden der zwei-
ten Fundamentalgruppeπ2 (M) hinreichend für seine Existenz. Diese Bedingung ist aber
in unserem Beispiel nicht erfüllt, und man kann sogar zeigen, dass tatsächlich kein auf
ganzM definiertes Eichpotential existiert.

Während das Eichpotential in der klassischen Elektrodynamik nur den Charakter eines
bequemen, rechnerischen Hilfsmittels hat, und alle messbaren Größen eichinvariant sind,
transformiert die Wellenfunktionψ eines Teilchens mit Ladunge in der Quantenmechanik
unter einer EichtransformationA 7−→ A+ dΛ gemäß

ψ 7−→ ψ′ = exp (ieΛ)ψ.

Eine Eichtransformation ändert also die Phase, nicht aber die Amplitude der Wellenfunk-
tion. Einige Zeit lang war man der Meinung, dass eine solche Änderung keine physikali-
sche Relevanz hat, da alle Messgrößen nur von der Amplitude|ψ|2 abhängen, und diese
für ψ undψ′ gleich ist. 1959 haben Y. Aharonov und D. Bohm eine (damals schon schon
zehn Jahre alte) Idee von W. Ehrenberg und R.E. Siday aufgegriffen, und darauf hin-
gewiesen [AhBo], dass die relative Phase zweier wechselwirkender Teilchen sehr wohl
beobachtbare Konsequenzen haben sollte. Ihre Vermutung wurde experimentell erstmalig
1960 durch R.G. Chambers [Ch], und in neueren Experimenten mit größerer Präzision,
z.B. von A. Tonomura et al. [To], bestätigt.

Damit können wir das Eichpotential nicht länger als Hilfsmittel betrachten, sondern
müssen es als eine Größe akzeptieren, die zusätzliche physikalische Information trägt. Die
Tatsache, dass für das Feld eines magnetischen Monopols kein global definiertes Eichpo-
tential existiert, wird nun zu einem Problem, und wir müssen eine andere Beschreibung
finden.

Statt des klassischen Variationsprinzips werden wir nun das Feynmansche Pfadinte-
gral betrachten, in dem die Kopplung eines geladenen Teilchensφ : S1 −→ M an eine
FeldstärkeF mit einem EichpotentialA über eine Amplitude

exp (i Skopp [φ]) = exp

(
ie
∫

S1

φ∗A

)
(2)
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eingeht. Falls nun aber kein global definiertes Eichpotential existiert, betrachten wir zu-
nächst eine KreisscheibeD, die vom ParameterbereichS1 unseres Teilchens umschlossen
wird, und die Möglichkeit, die Abbildungφ stetig zu einer Abbildung̃φ : D −→M fort-
zusetzen. Dann definieren wir die Amplitude

exp

(
ie
∫

D

φ̃∗F

)
, (3)

die von vorneherein kein Eichpotential benötigt, sich aber, falls eines existiert, über den
Stokesschen Satz auf den ursprünglichen Term (2) reduziert. Dafür zahlen wir allerdings
den Preis, dass diese Amplitude von der Wahl der Fortsetzungφ̃ abhängt, die alles andere
als eindeutig ist. Für zwei verschiedene Wahlen kleben wir die beiden Kreisscheiben mit-
samt der auf ihnen lebenden Fortsetzungenφ̃1 und φ̃2 entlang ihres Randes zusammen,
und erhalten die KugeloberflächeS2 mit einer auf ihr gebietsweise definierten Abbildung
φ̃#.

D1

φ̃1

D2

φ̃2

S2

φ̃#

Dann unterscheiden sich die Amplituden um die Differenz

exp

(
ie
∫

S2

φ̃∗#F

)
,

und die Forderung eines eindeutig definierten Pfadintegrals ist äquivalent dazu, dass der
Exponent in dieser Differenz Werte in2πiZ annimmt. Das ist eine Bedingung an die
geschlossene DifferentialformeF , nämlich, dass sie eine sogenannte integrale Kohomo-
logieklasse definiert.

In unserem oben behandelten Beispiel eines im Ursprung desR3 ruhenden magneti-
schen Monopols hat dieser Exponent für die Einbettungφ̃ : S2 ↪→ M den Wert4πieµ,
und unsere Forderung ergibt die Diracsche Quantisierungsbedingung für die elektrische
Ladung,e = 1

2
µz für ein z ∈ Z. Die experimentell bestätigte Erfahrung, dass die elek-

trische Ladung quantisiert ist, und die Tatsache, dass seit Diracs Entdeckung 1931 keine
andere Erklärung für diese Quantisierung gefunden wurde, betonen die physikalische Re-
levanz dieser Überlegungen.

Heute wissen wir, dass eineU (1)-Eichtheorie auf einer MannigfaltigkeitM gut in den
mathematischen Rahmen eines hermiteschen GeradenbündelsL überM mit Zusammen-
hang∇ passt. Die Verknüpfung eines solchen Bündels mit einer Eichtheorie der Feldstär-
keF wird über die Krümmung des Zusammenhangs hergestellt; diese ist eine Zweiform
K (∇) ∈ Ω2 (M), für die wirK (∇) = eF verlangen. Ein hermitesches Geradenbündel
mit Zusammenhang trägt außerdem den Begriff der Holonomie, darunter versteht man
eine Zuordnung, die jeder geschlossenen Kurveφ : S1 −→ M eine komplexe Zahl
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hol(L,∇, φ) ∈ U (1) zuordnet, die wir die Holonomie des Zusammenhangs umφ nen-
nen. Wir definieren die Amplitude im Pfadintegral durch

exp (i Skopp [φ]) := hol(L,∇, φ) ,

dabei werden keine Forderungen an die Existenz eines global definierten Eichpotentials
oder an die Fortsetzbarkeit der Abbildungφ gestellt. Wir werden später sehen, dass sich
dieser Ausdruck im Falle der Existenz eines global definierten Eichpotentials zur Feld-
stärkeF , der dem eines trivialen Geradenbündels entspricht, genau auf (2) reduziert. Wir
werden außerdem sehen, dass wir, wenn wirφ auf eine Kreisscheibe fortsetzen können,
genau den für diesen Fall angenommenen Term (3) zurückerhalten. Mit einem hermite-
schen Geradenbündel mit Zusammenhang beschreiben wir also eine Theorie, die insbe-
sondere diese beiden Spezialfälle enthält.

Während wir in der Quantenmechanik von Punktteilchen mit WeltlinienS1 reden, ge-
hen wir in der Stringtheorie zu eindimensionalen Objekten über, deren Ausdehnung über
eine weitere Größe parametrisiert wird. Diese kann Werte im Kreis oder in einem Intervall
annehmen, und je nach Wahl eines Wertebereich liegt ein geschlossener beziehungswei-
se offener String vor. In dieser Arbeit werden wir nur geschlossene Strings betrachten,
ihre Trajektorien sind damit Abbildungenφ : Σ −→ M , wobei die WeltflächeΣ eine
geschlossene, zweidimensionale Mannigfaltigkeit ist.

Wir möchten nun auch Strings an ein Hintergrundfeld einer FeldstärkeH koppeln.
Während bei Punktteilchen hermitesche Geradenbündel mit Zusammenhang und Krüm-
mungs-Zweiformen auftreten, betrachtet man bei einem String solche Geradenbündel
über dem SchleifenraumLM = Map (S1,M). Eine geschlossene Zweiform aufLM
definiert aber eine Dreiform aufM . Deshalb ist die Feldstärke eines String-Hintergrund-
feldes eine DreiformH ∈ Ω3 (M). Eine eventuell vorhandene ZweiformB ∈ Ω2 (M)
mit der Eigenschaft dB = H wird Kalb-Ramond-Feld oder B-Feld genannt. In diesem
Fall erwarten wir analog zu (1) einen Kopplungsterm

Skopp [φ] = k

∫
Σ

φ∗B (4)

in der Wirkung des Strings, wobeik eine zur elektrischen Ladung analoge Kopplungs-
konstante ist. Durch konkrete Modelle werden wir jedoch gezwungen, auch den Fall zu
betrachten, dass kein solches global definiertes Hintergrundfeld existiert. Wir versuchen
eine zu der Vorgehensweise bei Punktteilchen analoge Methode, und nehmen an, dass die
WeltflächeΣ eine dreidimensionale MannigfaltigkeitB umschließt, auf die die Abbil-
dungφ fortgesetzt werden kann zu einer Abbildungφ̃ : B −→M . Dann erwarten wir im
Feynmanschen Pfadintegral analog zu (3) die Amplitude

exp

(
ik
∫

B

φ̃∗H

)
. (5)

Der Exponent in diesem Ausdruck trägt den Namen Wess-Zumino-Term, und seine Exis-
tenz und Wohldefiniertheit sind einigen Einschränkungen unterworfen. Edward Witten
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hat 1984 eine konsistente Theorie aufgestellt, in derM ein spezieller Typ von Liegruppen
ist [Wi]. Diese Theorie wird heute als Wess-Zumino-Witten-Modell bezeichnet und von
uns in Abschnitt 2 diskutiert. Wir werden die Einschränkungen an die Wohldefiniertheit
des Wess-Zumino-Terms genau untersuchen, und die Bewegungsgleichung eines Strings
berechnen, der die HintergrundfeldstärkeH spührt.

Die Wirkung des Wess-Zumino-Witten-Modells weist eine bestimmte, diskrete Sym-
metrie auf, die Witten als Paritätssymmetrie bezeichnet hat. Eine genaue Betrachtung
dieser Symmetrie in Abschnitt 2.3.3 wird uns zu einer Interpretation führen, derzufolge
wir nicht Abbildungenφ : Σ −→ M zu betrachten haben, sondern solche des doppel-
ten ÜberlagerungsraumeŝΣ, die invariant unter der Paritätssymmetrie sind. Diese Idee
werden wir dann in Abschnitt 4.2.4 wieder aufgreifen.

Nachdem sich der Zugang über eine Fortsetzung der Abbildungφ auf die von der
Weltlinie umschlossene Scheibe bei punktförmigen Teilchen aus der viel allgemeineren
Definition der Amplitude als Holonomie eines hermiteschen Geradenbündels mit Zusam-
menhang um die Trajektorieφ zurückführen ließ, erwarten wir hier eine ähnliche Situati-
on. Allein fehlt uns ein geeignetes Objekt, analog zu einem hermiteschen Geradenbündel
mit Zusammenhang, dessen Krümmung eine Dreiform ist, die wir durchkH vorgeben
könnten, und dessen Holonomie um Abbildungen nunmehr zweidimensionaler Weltflä-
chen dazu geeignet ist, die gewünschten Amplituden im Pfadintegral zu definieren.

Ein Objekt mit diesen Kennzeichen wurde zu Beginn dieses Jahrtausends gefunden.
Es handelt sich um eine hermitesche Bündelgerbe mit Zusammenhang und Kurvung. Die
Untersuchung ihrer Eigenschaften und ihrer Anwendungen im Wess-Zumino-Witten-Mo-
dell sind der zentrale Gegenstand dieser Arbeit. In Abschnitt 3 werden wir ausführlich
Gerben und ihre Analogie zu Geradenbündeln diskutieren. Es wird sich herausstellen,
dass die Holonomie einer GerbeG mit Zusammenhang∇ und KurvungC umφ tatsäch-
lich dazu geeignet ist, die Amplitude

exp (i Skopp [φ]) := hol(G,∇, C, φ) (6)

so zu definieren, dass wir die Ausdrücke (4) und (5) als Spezialfälle reproduzieren können,
so wie wir aus der Holonomie von Geradenbündeln die Ausdrücke (2) und (3) zurückge-
winnen konnten.

Wie wir schon bei einerU (1)-Eichtheorie dazu übergegangen sind, nicht mehr die
Feldstärke, sondern nur noch das hermitesche Geradenbündel mit Zusammenhang als das
die Theorie definierende Objekt anzusehen, vollziehen wir für das String-Hintergrundfeld
denselben Schritt. Die entscheidende Größe zur Definition eines String-Hintergrundes ist
demnach eine Gerbe mit Zusammenhang und Kurvung.

Beim Übergang von Weltlinien nulldimensionaler Punktteilchen zu Weltflächen ein-
dimensionaler Strings tritt aber noch ein weiteres Problem auf. Alle bisher verwendeten
Kopplungsterme involvieren Integrale von Differentialformen über die Weltfläche oder
einen von ihr umschlossenen Raum; das trifft auch für die Holonomie (6) zu. Solche Inte-
grale sind aber nur wohldefiniert, nachdem man im Integrationsbereich eine Orientierung
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gewählt hat. Während man auf jeder eindimensionalen Mannigfaltigkeit eine solche Wahl
treffen kann, indem man zum Beispiel an einem Punkt eine Durchlaufrichtung fixiert,
und diese dann entlang der Linie beibehält, gibt es zweidimensionale Mannigfaltigkeiten,
die keine Wahl einer Orientierung zulassen. Auf solchen, nichtorientierbaren Mannigfal-
tigkeiten sind Integrale über Differentialformen nicht wohldefiniert, ebensowenig sind es
also unsere Kopplungsterme. Prominente Beispiele solcher Flächen sind das Möbiusband
und die Kleinsche Flasche, wobei die letztere eine geschlossene Fläche ist, und damit für
uns als Weltfläche in Betracht kommt.

In der Stringtheorie vom Typ I sind wir gezwungen, auch nichtorientierbare Welt-
flächen zu berücksichtigen. Als Voraussetzung ihrer Behandlung in Abschnitt 4 werden
wir, motiviert durch unsere Interpretation der Paritätssymmetrie im Wess-Zumino-Wit-
ten-Modell, den Begriff dieser Symmetrie geeignet erweitern, und dann Abbildungen
φ̃ : Σ̂ −→ M des doppelten ÜberlagerungsraumesΣ̂ der Weltfläche betrachten, die
invariant unter dieser Symmetrie sind.

Wir werden zur Formulierung von Wirkungsfunktionalen auf nichtorientierten Flä-
chen in dieser Arbeit erstmals auf den Formalismus einer verallgemeinerten Art von Dif-
ferentialformen, sogenannter Dichten zurückgreifen. Dabei handelt es sich um Objekte,
die auch über nichtorientierbare Mannigfaltigkeiten integriert werden können. Wir wer-
den einen Zusammenhang zwischen Dichten auf einer MannigfaltigkeitΣ und Differen-
tialformen auf ihrem doppelten ÜberlagerungsraumΣ̂ erarbeiten.

Dann schlagen wir in Abschnitt 4.2 eine Möglichkeit vor, Gerben zur Beschreibung
des Wess-Zumino-Terms auf nichtorientierbaren Weltflächen einzusetzen. Eine Gerbe mit
Zusammenhang und Kurvung ist demnach nicht ausreichend, um die Kopplung eines
Strings mit nichtorientierbarer Weltfläche an ein Hintergrundfeld zu beschreiben. Es wird
eine Zusatzstruktur benötigt, die wir definieren und Jandl-Struktur nennen werden. Dabei
werden wir den Begriff der opponierten Gerbe einführen, der zentral für die Definition
der Jandl-Struktur sein wird, und den wir genauso wie diese als analoge Definitionen zu
Strukturen in einer algebraischen Betrachtung [FuRuSch] nichtorientierbarer, topologi-
scher Feldtheorien gewonnen haben.

Schon vor über zehn Jahren wurden durch Berechnungen von M. Bianchi, G. Pradisi
und A. Sagnotti für den speziellen Fall einer nichtorientierbaren Stringtheorie auf dem
TorusM = T2 durch die Untersuchung des Bulkspektrums Einschränkungen an die Art
der möglichen Hintergrundfelder gefunden [BiPraSa][Bi]. Auch die Existenz einer Jandl-
Struktur auf einer Gerbe mit Zusammenhang und Kurvung ist mit bestimmten Einschrän-
kungen an die Gerbe verbunden, und wir werden in Abschnitt 4.2.3 zeigen, dass diese
im Falle einer Jandl-Struktur auf einer Gerbe über dem Torus mit den von Bianchi et. al.
gefundenen übereinstimmt.

Neben dieser Übereinstimmung wird das Ergebnis der Diskussion unserer Definition
einer Jandl-Struktur sein, dass sie nicht ausreicht, um mit einer Gerbe mit Zusammen-
hang, Kurvung und Jandl-Struktur ein Hintergrundfeld einer nichtorientierten Stringtheo-
rie vollständig zu beschreiben. Wir können jedoch zeigen, dass die Amplituden (6) für
eine Gerbe mit Jandl-Struktur immerhin bis auf ein Vorzeichen wohldefiniert sind.



Wir müssen die Vermutung, dass man durch eine geeignete Erweiterung der Definition
einer Jandl-Struktur durch weitere Wahlen auch dieses Vorzeichen fixieren kann, weiterer
Arbeit überlassen.

Ich möchte mich bei Christoph Schweigert für die beste Betreuung, die ich mir über-
haupt vorstellen kann, bedanken. Er hat mich stets mit viel Energie angesteckt und mit
außergewöhnlichem Engagement motiviert. Jens Fjelstad, Uwe Semmelmann und Gre-
gor Weingart haben sich immer viel Zeit für meine Fragen genommen. Der Rheinisch-
Westfälischen Technischen Hochschule Aachen, insbesondere Werner Bernreuther, und
der Universität der Freien und Hansestadt Hamburg danke ich für die reibungslose Zu-
sammenarbeit, die diese Arbeit ermöglicht hat.





2 Das Wess-Zumino-Witten-Modell

In diesem Abschnitt untersuchen wir das 1984 von Witten entworfene Wess-Zumi-
no-Witten-Modell in seiner klassischen Formulierung, ohne Gerben zu verwenden. Das
Wess-Zumino-Witten-Modell ist eine spezielle Art eines nichtlinearenσ-Modells, darun-
ter versteht man Theorien von Feldern, die Werte in einer Mannigfaltigkeit annehmen.
Bei unserer Diskussion schränken wir uns dabei von vorneherein auf kompakte, einfache,
zusammenhängende und einfach zusammenhängende Liegruppen ein und werden an den
entsprechenden Stellen erläutern, warum diese Einschränkungen nötig sind. Bei unserer
Beschreibung des Wess-Zumino-Witten-Modells werden wir ausgiebig von den Vorteilen,
die die Gruppenstruktur der Liegruppe bietet, Gebrauch machen, und eine koordinaten-
freie und damit manifest kovariante Beschreibung der Theorie angeben.

Die Wirkung des Wess-Zumino-Witten-Modells setzt sich aus einem kinetischen Term
und dem schon erwähnten Wess-Zumino-Term zusammen. Im Abschnitt 2.1 werden wir
den kinetischen Term besprechen und parallel auf die für uns notwendige Differential-
geometrie von Liegruppen eingehen. Im Abschnitt 2.2 definieren wir den Wess-Zumino-
Term und schildern die Besonderheiten seiner Definition. Das Zusammenspiel der beiden
Terme wird im Abschnitt 2.3 erläutert.

2.1 Der kinetische Term.Zur Vorbereitung beginnen wir mit einigen allgemein-
gültigen Aussagen über Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten und spezialisieren uns
dann auf Liegruppen. Mannigfaltigkeiten sind in der gesamten Arbeit immer glatt und
endlich-dimensional.

2.1.1 Konstruktionen mit vektorwertigen Formen.Auf einer MannigfaltigkeitM der
Dimensionn wählen wir eine Orientierung und eine Metrikg. Eine Differentialformα ∈
Ωk (M) aufM fassen wir als einen differenzierbaren Schnitt im äußeren BündelΛkT ∗M
überM auf. Für einen reellen VektorraumW ist eineW -wertige Differentialformα ∈
Ωk (M,W ) ein differenzierbarer Schnitt im TensorproduktΛkT ∗M ⊗W . Wenn wir eine
Basis(T1, ..., Tn) vonW wählen, können wir eine solche Form zerlegen in eine Summe
α = αiTi mit αi ∈ Ωk (M). Anhand einer solchen Zerlegung überträgt man die bekannten
Wirkungen des Hodgeschen Sternoperators

? : Ωk (M) −→ Ωn−k (M) ,
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der äußeren Ableitung d, sowie des Zurückziehensf ∗ durch Abbildungenf : X −→ M
auf Differentialformen auch auf vektorwertige Differentialformen. Wenn wir eine Rie-
mannsche Metrik gewählt haben, so gilt? ? β = (−1)k(n−k) β für eine vektorwertige
Differentialformβ ∈ Ωk (M,W ).

Zur Definition des Dachproduktes vektorwertiger Formen müssen wir eine Bilinear-
form % : W ×W −→ V fixieren, wobeiV ein zweiter reeller Vektorraum, zum Beispiel
R, ist. Dann setzen wir für zweiW -wertige Differentialformenα ∈ Ωp (M,W ) und
β ∈ Ωq (M,W )

α ∧% β := αi ∧ βj · % (Ti, Tj) ∈ Ωp+q (M,V ) .

Die Metrik g aufM definiert eine (genauso bezeichnete) Metrikg auf dem Vektorraum
Ωk (M). Wenn wir nun auch eine Metrikκ : W ×W −→ R aufW wählen, so wird durch

gκ (α, β) := g
(
αi, βi

)
· κ (Ti, Tj)

für zwei W -wertige Formenα, β ∈ Ωp (M,W ) auch eine Metrikgκ auf dem Vektor-
raumΩp (M,W ) definiert. Wenn wir die durch die Metrik und die Orientierung vonM
bestimmte Volumenform mit vol∈ Ωn (M) bezeichnen, so ergibt sich aus der den Hodge-
schen Sternoperator definierenden Eigenschaft für vektorwertige Differentialformen die
Eigenschaft

α ∧κ ?β = gκ (α, β) · vol. (7)

Wir werden jetzt zwei Spezialfälle des Dachproduktes vektorwertiger Differentialformen
verwenden und deren Eigenschaften diskutieren.

LEMMA 2.1A . Es seig eine Liealgebra mit Lieklammer

[·, ·] : g× g −→ g,

M eine Mannigfaltigkeit undα undβ zweig-wertige Formen von den Gradenp bzw.q.
Wir definieren dieg-wertige Form

[α, β] := α ∧[·,·] β ∈ Ωp+q (M, g) .

Sie erfüllt die Vertauschungsregel[α, β] = (−1)pq+1 [β, α] .

Beweis.Wir zerlegen die beiden Formen inα = αiTi undβ = βiTi bezüglich einer
BasisTi vong in Formenαi ∈ Ωp (M) undβi ∈ Ωk (M). Unter Verwendung der Vertau-
schungsregelαi ∧ βj = (−1)pq βi ∧ αi für reellwertige Formen und der Antisymmetrie
der Lieklammer ergibt sich aus der Definition

[α, β] = αi ∧ βj · [Ti, Tj] = (−1)pq βi ∧ αi · (−1) [Tj, Ti] = (−1)pq+1 [β, α] .
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Wir demonstrieren kurz das Einsetzen von Tangentialvektoren in eine solche Form an
einem Beispiel mitα ∈ Ω1 (M, g), einem Punktx ∈ M und zwei Tangentialvektoren
v, w ∈ TxM . Die Definition des Dachproduktes und die Antisymmetrie der Lieklammer
ergeben[α, α]|x (v, w) = 2 [αx (v) , αx (w)]. Damit kommen wir zum zweiten Beispiel
von vektorwertigen Formen.

LEMMA 2.1B. Sei κ eine symmetrische Bilinearform auf der Liealgebrag, M ei-
ne Mannigfaltigkeit undα undβ zweig-wertige Formen von den Gradenp bzw.q. Wir
schreiben

κ (α, β) := α ∧κ β ∈ Ωp+q (M, g) .

Diese Form hat die folgenden Eigenschaften:
(i) Es gilt die Vertauschungsregel

κ (α, β) = (−1)pq κ (β, α) .

(ii) Für den Hodgeschen Sternoperator gilt

κ (?α, β) = (−1)(n−p)q κ (α, ?β) .

(iii) Sie erfüllt eine graduierte Leibnitzregel

dκ (α, β) = κ (dα, β) + (−1)p κ (α, dβ) .

(iv) Ist κ zusätzlich invariant, das heißtκ erfüllt

κ ([A,B] , C) = κ (A, [B,C])

für alleA,B undC in g, und istγ eine dritteg-wertige Form, so gilt

κ (α, [β, γ]) = κ ([α, β] , γ) .

Beweis.Wir zerlegen die Formenα undβ bezüglich einer Basis{Ti}i∈I vong in Kom-
ponentenαi ∈ Ωp (M) undβi ∈ Ωq (M). Eigenschaft(i) kann analog zu Lemma 2.1A

gezeigt werden, nur das statt der antisymmetrischen Lieklammer hier eine symmetrische
Bilinearform verwendet wird. Zur Eigenschaft(ii) benutzen wir(i) für die (n− p)-Form
?α und dieq-Formβ und habenκ (?α, β) = (−1)(n−p)q κ (β, ?α). Weiter ist nach Defini-
tion κ (β, ?α) = β ∧κ (?α) = g% (β, α) vol . Dag undκ, und damit auchgκ symmetrisch
sind,g% (β, α) = g% (α, β), haben wirκ (β, ?α) = κ (α, ?β). Daraus folgt die Behaup-
tung. Eigenschaft(iii) ist die übliche Leibnitzregel d(αi ∧ βi) = dαi ∧ βi + (−1)p αi∧
dβi für das Dachprodukt, und um(iv) zu zeigen, schreiben wir von beiden Seiten die
Zerlegung hin, nämlich

κ (α, [β, γ]) = α ∧κ

(
β ∧[·,·] γ

)
= αi ∧

(
βj ∧ γk

)
· κ (Ti, [Tj, Tk])

und
κ ([α, β] , γ) =

(
α ∧[·,·] β

)
∧κ γ =

(
αi ∧ βj

)
∧ γk · κ ([Ti, Tj] , Tk) ,

die Invarianz vonκ und die Assoziativität des Dachproduktes von Formen zeigen die
Gleichheit.



12 DER KINETISCHETERM

2.1.2 Maurer-Cartan-Formen.Nach den recht allgemeinen Aussagen über Diffe-
rentialformen auf Mannigfaltigkeiten werden wir nun den für das Wess-Zumino-Wit-
ten-Modell interessanten Fall besprechen, in dem die Mannigfaltigkeit eine Liegruppe
M = G ist. Liegruppen sind Mannigfaltigkeiten mit einer zusätzlichen Gruppenstruk-
tur, für die die Gruppenmultiplikationµ : G × G −→ G und die Inversenabbildung
Inv : G −→ G : g 7−→ g−1 differenzierbare Abbildungen sind. Wir identifizieren den
Tangentialraum am Einselement mit der Liealgebra,g := T1G.

Wir nennen einek-Differentialformω ∈ Ωk (G) invariant unter einem Diffeomorphis-
musϕ : G −→ G, wennϕ∗ω = ω gilt. Insbesondere nennen wir eine Form links- bzw.
rechtsinvariant, wenn sie unter der Linksmultiplikationϕ = lg bzw. der Rechtsmultiplika-
tion ϕ = rg mit allen Elementeng ∈ G invariant ist. Die in Lemma 2.1B (iv) auftretende
ebenfalls invariant genannte Bilinearformκ entspricht dem SpezialfallG = g undϕ =
Adg, wobei Adg : g −→ g die adjungierte Wirkung der LiegruppeG auf ihrer Lielalgebra
g ist, wir werden daher im folgenden die Bezeichnung Ad-Invarianz verwenden.

Wir definieren nun zweig-wertige Differentialformen aufG, die von der Gruppen-
struktur Gebrauch machen. Die Maurer-Cartan-Formθ ∈ Ω1 (G, g) ist punktweise an
einem Punktg ∈ G gegeben durch

θg :=
(

dlg|1
)−1

: TgG 7−→ g.

Als Differential des Diffeomorphismuslg ist θg linear und bijektiv, und damit ein Vektor-
raumisomorphismus zwischen dem Tangentialraum an jedem Punkt und der Liealgebra.
Die Maurer-Cartan-Form ist linksinvariant, und wird daher besser linksinvariante Mau-
rer-Cartan-Form genannt. Sie erfüllt die Cartansche Strukturgleichung (z.B. [Na1], Eq.
4.10.3)

dθ +
1

2
[θ, θ] = 0. (8)

Analog haben wir die rechtsinvariante Maurer-Cartan-Formθ, definiert durchθg :=(
drg|1

)−1
.

Wir leiten nun zwei Beziehungen zwischen den beiden Maurer-Cartan-Formen her.
Zunächst betrachten wir die InversenabbildungInv der Gruppe und berechnen punktwei-
se die mitInv zurückgezogene rechtsinvariante Maurer-Cartan-Form:(

Inv ∗θ
)∣∣

g
= θInv (g) ◦ d Inv |g = d(rg ◦ Inv )|g

= d
(
Inv ◦ l−1

g

)∣∣
g

= d Inv |1 ◦ θg.

Die Abbildung dInv |1 : g −→ g ist nicht anderes als der Vorzeichenwechsel in der
Liealgebra. Damit gelten

θ = − Inv ∗θ und θ = − Inv ∗θ, (9)

die Inversenabbildung wechselt also bis auf ein Vorzeichen rechts- und linksinvariante
Maurer-Cartan-Form aus. Wenden wir diese Regel auf die Cartansche Strukturgleichung
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an, so erhalten wir

−dθ +
1

2

[
θ, θ
]

= 0,

die rechtsinvariante Maurer-Cartan-Form erfüllt damit eine Strukturgleichung mit ande-
rem Vorzeichen.

Wir betrachten nun eine differenzierbare Abbildungf : M −→ G von Mannig-
faltigkeiten und berechnen an einem Punktp ∈ M die mit f nachM zurückgezogene
rechtsinvariante Maurer-Cartan-Form:

f ∗θ
∣∣
p

= θf(p) ◦ d f |p =
(

drf(p)

∣∣
1

)−1 ◦ df |p = dcf(p)

∣∣
1
◦ f ∗θ|p ,

dabei istch : G −→ G : a 7−→ hah−1 die Konjugationsabbildung der Gruppe. Deren
bei Eins ausgewertetes Differential ist gerade die adjungierte Darstellung Adh := dch|1 :
g −→ g vonG auf ihrer Liealgebra, also können wir auch

f ∗θ
∣∣
p

= Adf(p) ◦ f ∗θ|p (10)

schreiben. Im SpezialfallM = G undf = id G ergibt sich eine neue Regel. Dabei sehen
wir Ad nun als Schnitt im trivialeng-EndomorphismenbündelG × End g, der einem
Gruppenelementg ∈ G gerade den Endomorphismus Adg zuordnet. Das Faserprodukt
mit dem Formenbündel ergibt das triviale Bündel

Endg× (ΛkT ∗G⊗ g)

��
G.

Einen Schnitt(ϕ, ω) identifizieren wir punktweise mit der Formϕ (ω) ∈ Ωk (G, g) durch

ϕ (ω)|g := ϕg ◦ ωg.

Damit wird (10) zu
θ = Ad (θ) . (11)

Damit schließen wir die rein mathematische Diskussion ab und versuchen im nächsten
Abschnitt, den kinetischen Term des Wess-Zumino-Witten-Modells mithilfe der gesam-
melten Informationen zu definieren.

2.1.3 Die Wirkung des kinetischen Terms.Wie angekündigt werden wir nur geschlos-
sene und orientierbare Weltflächen behandeln, und daher eine zweidimensionale, kom-
pakte, orientierbare MannigfaltigkeitΣ ohne Rand betrachten, auf der eine Metrikh und
eine Orientierung fixiert sei. Da von allen kompakten zweidimensionalen Mannigfaltig-
keiten nur der Torus eine Metrik mit Lorentz-Signatur erlaubt [FuSch], wir uns aber nicht
darauf einschränken wollen, nehmen wir also eine Riemannsche Metrik an. Wir werden
später sehen, dass das Wess-Zumino-Witten-Modell als klassische Feldtheorie konform
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invariant ist, also nur von der konformen Äquivalenzklasse vonh abhängt. Weiter seiG
eine kompakte, einfache, zusammenhängende, einfach zusammenhängende Liegruppe.

Die WirkungSkin ist ein Funktional auf dem RaumMap (Σ, G) der stetigen Abbildun-
genφ : Σ −→ G hat die Gestalt eines Integrals über eine LagrangedichteL [φ] ∈ Ω2 (Σ),
nämlich

Skin [φ] =
k

2

∫
Σ

L [φ] . (12)

k ist eine zu diesem Zeitpunkt nicht näher bestimmte Konstante. Wir motivieren die La-
grangedichte durch ihren physikalischen Bezug. Sie soll Geschwindigkeiten enthalten,
also Ableitungen vonφ. Da φ gruppenwertig ist, nehmen die Ableitungen Werte in der
Liealgebrag von G an und werden durch die Einsformφ∗θ ∈ Ω1 (Σ, g) gestellt. Für
Matrixliegruppen schreibt man auchφ∗θ = φ−1dφ. Da die Geschwindigkeit im kineti-
schen Term quadratisch eingehen soll, müssen wir also ein definites, inneres Produkt auf
Ω1 (Σ, g) verwenden. Dazu wählen wir eine definite, Ad-invariante, symmetrische Bili-
nearform〈·, ·〉 : g× g −→ R, und bekommen das durch sie und die Metrikh bestimmte,
definite innere Produkth〈·,·〉 aufΩ1 (Σ, g). Dann sollte der kinetische Term den Ausdruck

〈φ∗θ, φ∗θ〉 : Σ −→ R

enthalten. Die Wahl von〈·, ·〉 entspricht der Wahl einer Metrik aufG. Da wir eine ein-
fache, also auch halbeinfache Gruppe vorausgesetzt haben, existiert mit der Killingform
〈·, ·〉 := tr immer eine solche Wahl.

Die Lagrangedichte soll eine Volumenform sein, wir fügen deshalb noch die durch die
Metrik h und die Orientierung vonΣ gegebene Standardvolumenformvol hinzu. Damit
nimmt der kinetische Term aber gerade die Gestalt der rechten Seite in (7) an, und wir
definieren die Lagrangedichte entsprechend als

L [φ] := 〈φ∗θ, ?φ∗θ〉 . (13)

Wir schreibenL [φ] kurz in lokalen Koordinaten an. Dazu seixµ : U −→ R2 eine
Karte vonΣ, bezüglich der sich die Formφ∗θ zerlegen lässt inφ∗θ = (φ∗θ)µdxµ mit
Funktionenφ−1∂µφ := (φ∗θ)µ : Σ −→ g. Damit ergibt sich

Skin [φ] =
k

2

∫
hµν

〈
φ−1∂µφ, φ

−1∂νφ
〉

dx1 ∧ dx2,

in Übereinstimmung z.B. mit [Ga1] oder [Wi].

2.1.4 Variation und Lieableitung.Als nächstes wollen wir durch eine Variation der
Wirkung Skin [φ] die Bewegungsgleichungen eines freien Strings auf der LiegruppeG
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herleiten. Dazu diskutieren wir zunächst kurz, wie wir infinitesimale Variationen der Ab-
bildungφ : Σ −→ G vornehmen. In dem folgenden, kommutativen Diagramm von Vek-
torbündeln

ι−1TG

∂2

��

∂1 // TG

π

��
φ(Σ) � � ι // G

ist das mit der Inklusionι : φ (Σ) ↪→ G zurückgezogene Bündel das Faserprodukt
ι−1TG = φ (Σ)×G TG, explizit also

ι−1TG = {(g, v) ∈ φ (Σ)× TG | v ∈ TgG} ,

die Abbildungen∂i sind dabei so definiert, dass sie aus einem Tupel deni-ten Eintrag
weglassen. Dieses Bündel beinhaltet zu jedem Punkt im Bild vonφ die möglichen Rich-
tungen, in dieφ variiert werden kann.

Gegeben sei nun ein differenzierbarer Schnittδφ in diesem Bündel, wir fixieren also
auf eine glatte Weise zu jedem Punkt im Bild vonφ eine dieser Richtungen. Den Schnitt
nennen wir Variationsvektorfeld zur Abbildungφ. Es seiΦ der zum Variationsvektorfeld
δφ gehörende lokale Fluss, das heißt eine AbbildungΦ : (−ε, ε)× g (Σ) −→ G, so dass
Φ (0, ·) die Identität aufG ist, und deren durch teilweises Einsetzen definierte Kurven
Φg : (−ε, ε) −→ G : t 7−→ Φ (t, g) an jedem Punktg im Bild von φ Integralkurven
des Variationsvektorfeldesδφ durchg sind. Dieser Fluss parametrisiert über den ersten
Parameter die Stärke der Variation in der durchδφ festgelegten Richtung. Wir können
auch eine weitere AbbildungΦt : g (Σ) −→ G : g 7−→ Φ (t, g) definieren, die jedem
Punkt im Bild vonφ den variierten Punkt zuordnet. Das definiert die Variationφt :=
Φt ◦ φ : Σ −→ G mit φ0 = φ.

Der Variationsoperatorδ wird definiert auf vonφ abhängigen AusdrückenF [φ], die
im Allgemeinen in irgendeiner MannigfaltigkeitW leben dürfen. Die Zuordnungt 7−→
F [φt] ist eine Kurve inW durch den PunktF [φ] = F [φ0] und wir definieren

δF [φ] :=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

F [φt] ∈ TF [φ]W

als den Tangentialvektor in diesem Punkt.
In den hier auftretenden Anwendungen wirdW immer ein Vektorraum sein, für den

man die Tangentialräume kanonisch mitW identifizieren kann, so dass alsoδF [g] wieder
ein Element vonW ist. Für den Fall des reellen VektorraumesW = Ωk (Σ) können wir
folgendes, nützliche Lemma angeben.

LEMMA 2.1C. Seiφ : Σ −→ G eine stetige Abbildung,δφ ein Variationsvektorfeld
mit FlussΦ undα ∈ Ωk (G) eine Differentialform aufG. Dann ist

δ (φ∗α) = φ∗ (Lie δφα) ,

wobeiLie X die Lie-Ableitung bezüglich des VektorfeldesX bezeichnet.
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Beweis.Wir setzen die Definition des Variationsoperators ein und rechnen

d
dt

∣∣∣∣
t=0

φ∗tα =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(Φt ◦ φ)∗ α = φ∗
(

d
dt

∣∣∣∣
t=0

Φ∗
tα

)
.

In der Klammer steht aber genau die Definition der Lie-AbleitungLie δφα. Sowohlφ∗α
als auchδ (φ∗α) sind Elemente vonΩk (Σ) .

2.1.5 Bewegungsgleichungen des freien Strings.Wir haben nun den vonφ : Σ −→ G
abhängigen AusdruckSkin [φ] : Σ −→ R zu variieren. Es sei alsoδφ ein Variationsvek-
torfeld undφt die Variation der Abbildungφ. Den Variationsoperatorδ ziehen wir unter
das Integral,

δSkin [φ] =
k

2

∫
Σ

δL [φ] .

Per Definition istδL [φ] = d
dt

∣∣
t=0

L [φt]. Wir nutzen die Bilinearität von〈·, ·〉, um bezüg-
lich d

dt
eine Leibnitzregel anwenden zu dürfen. Desweiteren vertauschen? und d

dt
, und es

bleibt
δL [φ] = 〈δ (φ∗θ) , ?φ∗θ〉+ 〈φ∗θ, ?δ (φ∗θ)〉 .

Gemäß der Punkte(i) und (ii) des Lemmas 2.1B sind die beiden Summanden genau
gleich,

δL [φ] = 2 〈δ (φ∗θ) , ?φ∗θ〉 . (14)

Wir müssen also lediglich die Variation der nachΣ zurückgezogenen Maurer-Cartan-
Form berechnen. Unter Verwendung von Lemma 2.1C und der Cartanschen Homotopie-
formel

Lie Xα = d(Xcα) +Xc (dα) , (15)

wobei wir mitc das innere Produkt von Vektorfeldern mit Differentialformen bezeichnen,
haben wir unmittelbar

δ (φ∗θ) = φ∗ (Lie δφθ) = φ∗ (d(δφcθ) + δφcdθ) .

Im ersten Summanden vertauschen d undφ∗, im zweiten verwenden wir die Strukturglei-
chung (8) und erhaltenφ∗ (δφcdθ) = −1

2
φ∗ (δφc [θ, θ]). Bei der Berechnung des inneren

Produktes wird ein Faktor2 produziert, nämlichδφc [θ, θ] = 2 [δφcθ, θ], insgesamt ergibt
sich also

δ (φ∗θ) = dφ∗ (δφcθ)− [φ∗ (δφcθ) , φ∗θ] .

Diesen Ausdruck setzen wir in (14) ein, die Variation der Lagrangedichte zerfällt also in
zwei Summanden,

δL [φ] = 2 〈dφ∗ (δφcθ) , ?φ∗θ〉 − 2 〈[φ∗ (δφcθ) , φ∗θ] , ?φ∗θ〉 .

Wir zeigen nun, dass der zweite Summand verschwindet. Dazu ziehen wir den Hodge-
Operator gemäß Lemma 2.1B (ii) unter einem Vorzeichenwechsel auf die andere Seite,
dort ist

? [φ∗ (δφcθ) , φ∗θ] = [φ∗ (δφcθ) , ?φ∗θ] .
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Nach Punkt(i) desselben Lemmas vertauschen wir ohne Vorzeichenwechsel die Argu-
mente von〈·, ·〉, nutzen die Invarianz und vertauschen letztendlich gemäß Lemma 2.1A

die Argumente von[·, ·] ohne Vorzeichenwechsel. Diese Umformungen überführen den
zweiten Summanden unter insgesamt einem Vorzeichenwechsel in sich selbst, er ver-
schwindet also.

Im ersten Summanden verwenden wir die Leibnitzregel(iii) aus Lemma 2.1B, näm-
lich

〈dφ∗ (δφcθ) , ?φ∗θ〉 = d〈φ∗ (δφcθ) , ?φ∗θ〉 − 〈φ∗ (δφcθ) ,d ? φ∗θ〉 ,

das entspricht einer partiellen Integration unter dem Weltflächenintegral. Da wir eine
Weltfläche ohne Rand,∂Σ = ∅, vorausgesetzt hatten, verschwindet der Randterm un-
ter dem Integral nach dem Stokesschen Satz,∫

Σ

d〈φ∗ (δφcθ) , ?φ∗θ〉 =

∫
∂Σ

〈φ∗ (δφcθ) , ?φ∗θ〉 = 0.

Damit ist die Variation der Wirkung berechnet zu

δSkin [φ] = −k
∫

Σ

〈φ∗ (δφcθ) ,d ? φ∗θ〉 . (16)

Da wir eine definite und damit nichtausgeartete Bilinearform〈·, ·〉 gewählt haben, und
δφcθ beliebige Werte ing annimmt, erfordert das Prinzip der minimalen Wirkung
δSkin [φ] = 0 unbedingt das Verschwinden des zweiten Arguments, also die Bewegungs-
gleichung

d ? φ∗θ = 0.

Betrachten wir diese Gleichung wieder auf der Kartexµ : U −→ R2, so dass wir
auf U die Zerlegungφ∗θ = φ−1∂µφ dxµ haben. Die Hodge-duale Form ist?φ∗θ = εµν

φ−1∂µφ dxν und ihre äußere Ableitung ist d?φ∗θ = εµν d(φ−1∂µφ)∧dxν . Die Einsform
d(φ−1∂µφ) zerlegen wir weiter in Komponenten d(φ−1∂µφ) = ∂% (φ−1∂µφ) dx% und mit
dx%∧dxν = ε%ν dx1∧dx2 undεµνε

%ν = δ%
µ nimmt die Bewegungsgleichung die Gestalt

∂µ

(
φ−1∂µφ

)
= 0

an.

2.2 Der Wess-Zumino-Term.Wir haben den Wess-Zumino-Term in der Einleitung
als einen Kopplungsterm eines String an ein Hintergrundfeld mit FeldstärkeH eingeführt.
Edward Witten war in seiner grundlegenden Arbeit [Wi] von anderen Gründen motiviert
worden. Sein Ausgangspunkt war die Bosonisierung einer Theorie eines fermionischen
Feldesψ mit einer (eventuell nicht abelschen) Symmetriegruppe. Er führte bosonische,
gruppenwertige Felderφ = exp (iψ) ein, und suchte eine Wirkung fürφ, die die erhalte-
nen Größen der fermionischen Theorie reproduziert. Allein der kinetische Term erbrachte
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dieses Resultat nicht, woraufhin er den Wess-Zumino-Term hinzufügte und die gewünsch-
ten erhaltenen Größen fand.

Es gibt auch noch weitere Gründe dafür, andere Terme zu der String-Wirkung hin-
zuzunehmen. Quantisiert man nämlich eine Theorie, die nur durch den kinetischen Term
beschrieben wird, so verliert sie die konforme Invarianz (die wir noch zeigen müssen), es
tritt also eine Anomalie auf. Eine Theorie aus kinetischem und Wess-Zumino-Term behält
ihre konforme Invarianz; wir werden aber nicht weiter darauf eingehen.

Wir werden den Wess-Zumino-Term als Integral der HintergrundfeldstärkeH über
eine dreidimensionale MannigfaltigkeitB definieren, deren Rand die WeltflächeΣ ist.
Wir müssen außerdem die Abbildungφ : Σ −→ G zu einer Abbildungφ̃ auf ganzB
fortsetzen. Zunächst haben wir also zu prüfen, ob überhaupt solche MannigfaltigkeitenB
und Abbildungeñφ : B −→ G existieren. Wir werden sehen, dass hier die oben schon
geforderten Eigenschaften der Liegruppe, nämlich dass sie kompakt, einfach, zusammen-
hängend und einfach zusammenhängend ist, eingehen.

Sodann müssen wir untersuchen, wie sich verschiedene Wahlen vonB undφ auf die
Bewegungsgleichungen und die erhaltenen Größen auswirken. Ihre Unabhängigkeit von
diesen Wahlen stellt Bedingungen an die DreiformH, nämlich dass sie eine integrale Ko-
homologieklasse in der de Rham-Kohomologie vonG definiert. Das werden wir zunächst
motivieren und dann ein paar grundlegende Dinge zu integralen Kohomologieklassen sa-
gen. Schließlich werden wir eine Reihe von Dreiformen aufG konstruieren, die integrale
Kohomologieklassen definieren, und die Variation des Wess-Zumino-Terms berechnen.

2.2.1 Definition des Wess-Zumino-Terms.Wir benötigen eine orientierbare, dreidi-
mensionale MannigfaltigkeitB, deren Rand die Weltfläche ist,∂B = Σ. Ihre Existenz
ist gesichert, wenn man einige Sätze berücksichtigt. Ein Satz von Thom besagt, dass eine
geschlossene, zusammenhängende MannigfaltigkeitΣ genau dann Rand einer Mannig-
faltigkeitB ist, wenn ihre Fundamentalklasse kein Produkt von Stiefel-Whitney-Klassen
von Σ ist ([Bre], VI. Thm. 17.9). Das trifft insbesondere zu, wennΣ zweidimensional,
geschlossen und orientierbar ist, aber zum Beispiel auch für die Kleinsche Flasche ([Bre],
VI. Cor. 10.6f). Diese dreidimensionale MannigfaltigkeitB ist orientierbar, wennΣ ori-
entierbar ist, was wir in diesem Abschnitt vorausgesetzt hatten.

Wir wählen eine solche dreidimensionale Mannigfaltigkeit und statten sie mit der Ori-
entierung aus, die auf dem Rand eine zu der Orientierung vonΣ äquivalente Orientierung
induziert. Wir bezeichnen mitι : Σ ↪→ B die Inklusion des RandesΣ = ∂B in B. Als
nächstes wollen wir eine Abbildungφ : Σ −→ G stetig zu einer Abbildung̃φ auf B
fortsetzen, das heißt wir suchen einφ̃ : B −→ G, so dass das Diagramm

G

Σ
� � ι //

φ
??~~~~~~~
B

eφ

OO

kommutiert, alsoφ = φ̃ ◦ ι bzw. φ̃|Σ = φ. Die allgemeine Diskussion dieses sogenannten
Fortsetzungsproblems ist sehr umfangreich, und wird zum Beispiel im Kapitel VII.13 in
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[Bre] geführt. Die Möglichkeit einer Fortsetzung wird im wesentlichen durch die Topo-
logie vonG entschieden. Dabei geht ein wichtiger Satz von Cartan ein, den wir hier nur
zitieren werden.

SATZ 2.2A (E. Cartan, z.B. Proposition 5.4.5 in [Bry]).SeiG eine kompakte, einfache
und einfach zusammenhängende Liegruppe, so dass ihre Liealgebra einfach ist. Dann ist
G auch zweifach zusammenhängend,

π2 (G) = 0,

und ihre dritte HomologiegruppeH3 (G) ist kanonisch isomorph zu den ganzen Zahlen
Z.

Ein Teil der angekündigten Voraussetzungen an die LiegruppeG geht also in diesen
Satz ein. Wir werden vor allem Gebrauch vom Verschwinden der zweiten Fundamental-
gruppe machen, zusammen mit den Eigenschaften zusammenhängend,π0 (G) = 0, und
einfach zusammenhängend,π1 (G) = 0, haben wir also eine sogenannte zwei-zusammen-
hängende Liegruppe. Eine Abbildung auf dem Rand einer dreidimensionalen Mannigfal-
tigkeit in einen zweizusammenhängenden RaumG kann zu einer Abbildung auf die ganze
Mannigfaltigkeit fortgesetzt werden. Diese Aussage kann man zum Beispiel aus ([Bre],
VII. Cor. 13.13) folgern.

Wir wählen also eine solche Fortsetzungφ̃ : B −→ G aus und definieren den Wess-
Zumino-Term als

SWZ[φ̃, B] = k

∫
B

φ̃∗H. (17)

Dabei istk dieselbe Konstante wie im kinetischen Term, undH ∈ Ω3 (G) eine geschlos-
sene Dreiform, nämlich die Feldstärke des Hintergrundfeldes, an das der Stringφ koppeln
soll. Diese Definition hängt von den Wahlen vonφ̃ undB ab, wir werden aber sehen, dass
diese sich unter geeigneten Voraussetzungen anH undk nicht auf die klassischen Bewe-
gungsgleichungen oder auf die Amplituden im Pfadintegral auswirken.

Wir vergleichen zwei Wahleñφ1 : B1 −→ G und φ̃2 : B2 −→ G und berechnen die
Differenz der Wess-Zumino-Terme

d := SWZ[φ̃1, B1]− SWZ[φ̃2, B2] = k

(∫
B1

φ̃∗1H +

∫
B2

φ̃∗2H

)
.

Wir bilden die verbundene SummeB# := B1#B2, dabei werdenB1 undB2 mit ent-
gegengesetzten Orientierungen entlang ihres gemeinsamen RandesΣ = ∂B1 = ∂B2

zusammengeklebt. Es entsteht die dreidimensionale MannigfaltigkeitB# ohne Rand, die
wir folgenden Bild (in einer um eins kleineren Dimension) zeigen. Diese Konstruktion ist
analog zu der in der Einleitung skizzierten Vorgehensweise bei Punktteilchen.

Σ

B1

B2

B#
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Auf B# definieren wir eine Abbildung̃φ# : B# −→ G durchφ̃#|Bi
= φ̃i für i = 1, 2.

Das ergibt nach der Voraussetzungφ̃1|Σ = φ̃2|Σ eine stetige Abbildung. Damit ist

d = k

∫
B#

φ̃∗#H. (18)

Aus Sicht des klassischen Variationsprinzips müssen wir also verlangen, dass sichd
unter infinitesimalen Variationen nicht ändert, aus Sicht der Quantenmechanik verlangen
wir dassd Werte in2πZ annimmt, so dass der Beitrag der Differenz zur Amplitude im
Pfadintegral verschwindet,

exp i
(
SWZ[φ̃1, B1]− SWZ[φ̃2, B2]

)
= exp (id) = 1.

Integrale einer geschlossenen Differentialform über geschlossene Mannigfaltigkeiten
werden auch die Perioden der Differentialform genannt. Wir müssen also verlangen, dass
die Perioden vonkφ̃∗#H in 2πZ liegen. Formen mit solchen Perioden repräsentieren genau
integrale Kohomologieklassen, die wir im nächsten Abschnitt diskutieren.

2.2.2 Homologie und integrale Kohomologieklassen von Differentialformen.Integra-
le Kohomologieklassen von Differentialformen sind ein Produkt des Zusammenwirkens
mehrerer Homologietheorien auf einer MannigfaltigkeitM , nämlich der singulären Ho-
mologie, und der de Rham-Kohomologie. Beide sind bestimmte Funktoren von der Kate-
gorie der Mannigfaltigkeiten in die der abelschen Gruppen. Die de Rham-Kohomologie-
gruppenHk

dR (M) sind die Kohomologiegruppen des de Rham-KomplexesΩ• (M) von
Differentialformen, dessen Differential die äußere Ableitung ist. Die singuläre Homolo-
gie vonM wird durch in die Mannigfaltigkeit eingebettetek-Simplizes und damit allein
durch topologische Eigenschaften vonM bestimmt. Solche Simplizes erzeugen frei die
singulären Kettenmoduln∆k (M), die wiederum mit dem Randoperator der Simplizes
den singulären Kettenkomplex bilden. Die Homologiegruppen dieses Komplexes sind die
singulären HomologiegruppenHk (M). Für unsere Zwecke ist es ausreichend, sich eine
Klasse inHk (M) als Repräsentanten einerk-dimensionalen, geschlossenen Unterman-
nigfaltigkeit vorzustellen.

Die zu den singulären Kettenmoduln bezüglich einer abelschen GruppeA dualen,
singulären Kokettenmoduln∆k (M,A) := Hom(∆k (M) , A) bilden den singulären Ko-
kettenkomplex, dessen Kohomologiegruppen mitHk (M,A) bezeichnet werden. Die Ab-
hängigkeit zwischen singulären Homologie- und Kohomologiegruppen wird durch das
Universelle-Koeffizienten-Theorem (z.B. [BoTu], Thm. 15.14)

Hk (M,A) = Hom(Hk (M) , A)⊕ Ext(Hk−1 (M) , A) (19)

angegeben. In der kategoriellen Sprache istHk (·, ·) ein Bifunktor, der in der ersten Kom-
ponente kontra- und in der zweiten kovariant ist. Beide Eigenschaften nutzen wir aus,
und betrachten dazu erstens zwei MannigfaltigkeitenM undN , eine Koeffizientengrup-
peA und eine stetige Abbildungf : M −→ N . Die Kontravarianz vonHk (·, A) äußert
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sich darin, dass der induzierte Gruppenhomomorphismusf ∗ : Hk (N,A) −→ Hk (M,A)
im Vergleich zuf in die andere Richtung läuft. Zweitens betrachten wir nun eine feste
MannigfaltigkeitM und zwei KoeffizientengruppenA undB mit einem Gruppenhomo-
morphismusϕ : A −→ B. Die Kovarianz vonHk (M, ·) ergibt einen induzierten Grup-
penhomomorphismusϕ∗ : Hk (M,A) −→ Hk (M,B), der in dieselbe Richtung läuft
wie ϕ. Beispielsweise werden wir noch häufiger die (aus Konvention etwas seltsame)
Inklusion ganzer Zahlen in die reellen Zahlenι : Z −→ R : z 7−→ 2πz als Homomor-
phismus abelscher Gruppen betrachten, und den induzierten Gruppenhomomorphismus
ι∗ : Hk (M,Z) −→ Hk (M,R) verwenden.

Das Integral einer Differentialformω ∈ Ωk (M) über eine geschlossene Untermannig-
faltigkeitU in M , repräsentiert durch eine Homologieklasse[σ], definiert eine Paarung

Hk
dR (M)×Hk (M) −→ R : ([ω] , [σ]) 7−→

∫
σ

ω, (20)

wobei der Wert des Integrals gemäß des Stokesschen Satzes unabhängig von der Wahl der
Vertreterω, σ ist. Diese Paarung definiert einen Gruppenhomomorphismus

dR : Hk
dR (M) −→ Hom(Hk (M) ,R) = Hk (M,R) ,

wobei die Gleichheit daraus folgt, dass die Ext-Gruppen Ext(·,R) verschwinden. Der Satz
von de Rham (z.B. Theorem 9.1 in [Bre]) besagt nun, dass die Paarung (20) nicht-entar-
tet ist, oder äquivalent, dass dR ein Isomorphismus ist. Dieser wichtige Isomorphismus
verbindet also topologische und die differentialtopologische Informationen der Mannig-
faltigkeitM .

Integrale Kohomologieklassen sind nun per Definition solche Klassen inHk
dR (M), die

im Bild der Abbildung

ιZ := dR−1 ◦ ι∗ : Hk (M,Z) −→ Hk
dR (M) (21)

liegen. Betrachten wir wieder eine Abbildungf : M −→ N von Mannigfaltigkeiten, die
induzierte Abbildungf ∗ : Hk (N,Z) −→ Hk (M,Z) von singulären Kohomologiegrup-
pen und das übliche Zurückziehen von Klassen von Differentialformenf ∗ [ω] = [f ∗ω]
durchf . Dann kommutiert das Diagramm

Hk(N,Z)
f∗ //

ιZ
��

Hk(M,Z)

ιZ
��

Hk
dR(N)

f∗ // Hk
dR(M)

Definiert also eine geschlossene Formω eine integrale Kohomologieklasse inHk
dR (N),

so definiert auchf ∗ω eine integrale Kohomologieklasse[f ∗ω] ∈ Hk
dR (M).
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Wir spezialisieren uns nun wieder auf LiegruppenM = G, die die Voraussetzun-
gen von Satz 2.2A erfüllen. Unser Interesse liegt auf Dreiformen, die eine integrale Ko-
homologieklasse inH3

dR (G) definieren. Da gemäß Satz 2.2A mit π2 (G) auchH2 (G)
verschwindet, bleibt im Universellen-Koeffizienten-Theorem (19) lediglichH3 (G,Z) =
Hom(H3 (G) ,Z). Wenn wir die Paarung (20) im ersten Argument aufim (ιZ) einschrän-
ken, bleibt eine Paarung

im (ιZ)×H3 (G) −→ 2πZ,

wobei hier der Faktor2π auftritt, den wir in die Definition vonι : Z ↪→ R eingebaut hat-
ten. Für eine geschlossenek-Formω, die eine integrale Kohomologieklasse[ω] ∈ im (ιZ)
definiert, bedeutet das, dass ihr Integral über eine beliebige, geschlossenek-dimensionale
UntermannigfaltigkeitU nur Werte in2πZ annimmt.

2.2.3 Die kanonische Dreiform.Auf jeder kompakten, einfachen, und einfach zusam-
menhängenden Liegruppe kann eine Reihe geschlossener Dreiformen, die eine integrale
Kohomologieklasse definieren, explizit konstruiert werden. Dazu verwenden wir, dass
gemäß Satz 2.2A für solche Liegruppen die GruppenH3 (G) undZ kanonisch isomorph
sind. Wir fixieren den Generatorγ = 1 vonH3 (G). Gemäß einer detaillierten Diskussi-
on in [PrSe] gibt es eine eindeutige, rechts- und linksinvariante (sogenannte biinvariante)
Dreiformν1 ∈ Ω3 (G), so dass

∫
γ
ν1 = 2π ist. Diese Form heißt die kanonische Dreiform

vonG. Ein weiterer Satz von Cartan (auch in Proposition 5.4.5 in [Bry]) besagt, dass die
kanonische Dreiformν1 unter den Voraussetzungen von Satz 2.2A den Vektorraum der
biinvarianten Dreiformen aufG erzeugt.

Nachdem jede geschlossene, dreidimensionale UntermannigfaltigkeitU vonG durch
eine Homologieklasse inH3 (G) repräsentiert wird, und diese ein ganzzahliges Vielfaches
des Erzeugersγ sein muss, nehmen Integrale der kanonische Dreiform über solche Un-
termannigfaltigkeiten gemäß unserer Diskussion im letzten Abschnitt Werte in2πZ an.
Außerdem wissen wir, dass biinvariante Formen stets geschlossen sind. Damit repräsen-
tiert ν1 eine integrale Kohomologieklasse. Alle anderen biinvarianten Dreiformen, die ei-
ne integrale Kohomologieklasse repräsentieren, müssen ganzzahlige Vielfacheνn = nν1

der kanonischen Dreiform sein.

Wir wollen nunν1 explizit angeben und verwenden dabei die im kinetischen Term
auftretende definite, symmetrische, Ad-invariante Bilinearform〈·, ·〉 : g×g −→ R. Durch

η (X, Y, Z) := 〈X, [Y, Z]〉 (22)

fürX, Y undZ in g wird eine Trilinearform definiert, die aufgrund der Invarianz von〈·, ·〉
alternierend ist. Wir definieren weiter dieg-wertige Dreiform

H :=
1

6
η (θ, θ, θ) , (23)

sie ist per Definition linksinvariant. Wir benutzen die Ad-Invarianz von〈·, ·〉 punkt-
weise für den Liealgebren-Automorphismusϕ = Adg und erhalten〈θ, [θ, θ]〉 =
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〈Ad (θ) , [Ad (θ) ,Ad (θ)]〉, also gemäß (11)η (θ, θ, θ) = η
(
θ, θ, θ

)
, H ist also auch

rechts-, damit biinvariant und folglich geschlossen, dH = 0.
Die in (23) definierte FormH stimmt mit der kanonischen Dreiform überein, wenn

man eine zusätzliche Normierungsbedingung an〈·, ·〉 stellt. Dazu haben wir den folgen-
den

SATZ 2.2B[PRSE]. Sei 〈·, ·〉 eine symmetrische, Ad-invariante Bilinearform aufg,
die so normiert ist, dass die Kowurzelă zu jeder langen Wurzelα die quadrierte Länge
〈ă, ă〉 = 4π hat. Dann ist die in (23) definierte Form H die kanonische Dreiform auf G.

Wir fixieren nun die Normierung von〈·, ·〉 gemäß der Forderung dieses Satzes, und
haben damit die kanonische DreiformH = ν1, und fürk ∈ Z eine Reihe weiterer Formen
kH = νk definiert, die integrale Kohomologieklassen repräsentieren.

Unsere Forderung, dass die Differenzd in (18) Werte in2πZ annimmt, und so die
Wohldefiniertheit der durch den Wess-Zumino-Term gegebenen Amplitude zu gewähr-
leistet, werden wir nun dadurch erfüllen, dass wir uns bei der Feldstärke des Hintergrund-
feldes auf die kanonische DreiformH, und bei der Kopplungskonstantek auf ganze Zah-
len festlegen, so dasskH eine integrale Kohomologieklasse definiert. In diesem Zusam-
menhang nennen wirk ∈ Z auch den Level der Theorie.

Diese Einschränkung können wir analog zu der in der Elektrodynamik auftretenden
Forderung sehen, dass für eine FeldstärkeF ∈ Ω2 (M) die ZweiformeF eine integra-
le Kohomologieklasse definiert. Die Quantisierung der Kopplungskonstantek ist dabei
analog zu der Diracschen Quantisierungsbedingung an die elektrische Ladunge.

Wir haben also über die Metrik〈·, ·〉 aufG eine DreiformH konstruiert. Nachdem
wir eine bestimmte Normierung von〈·, ·〉 gewählt haben, und die Voraussetzungen an
die LiegruppeG berücksichtigen, istH die kanonische Dreiform, die eine integrale Ko-
homologieklasse definiert. Wählen wir außerdem noch den Levelk ∈ Z, so ist der Wess-
Zumino-Term

SWZ [φ] = k

∫
B

φ̃∗H mod 2πZ (24)

unabhängig von der Wahl vonB und der Fortsetzung̃φ.

2.2.4 Variation des Wess-Zumino-Terms.Zur Variation des Wess-Zumino-Terms ver-
folgen wir den gleichen Plan wie bei der Variation des kinetischen Terms. Wir müssen
lediglich beachten, dass wir nun eine aufB definierte Abbildung̃φ : B −→ G variieren.
Es sei alsoδφ̃ ein Variationsvektorfeld zũφ : B −→ G, das heißt ein Schnitt im Bündel
ι−1TG, wobei nunι : φ̃ (B) ↪→ G ist. Dazu seĩΦ sein lokaler Fluss und̃φt = Φ̃t ◦ φ̃ die
Variation vonφ̃ bezüglichδφ̃. Nach Anwendung von Lemma 2.1C folgt unmittelbar

δSWZ [φ] = k

∫
B

φ̃∗ Lie δeφH.
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Im Integranden verwenden wir die Cartansche Homotopieformel (15), und dassH ge-
schlossen ist, und erhaltenLie δeφH = d(δφ̃ c H). Mit der Definition (23) vonH wird das
innere Produkt ausgewertet zu

δφ̃ c H = δφ̃ c 1

6
η (θ, θ, θ) =

1

2
η(δφ̃cθ, θ, θ).

Die Definition (22) vonη bringt dann zusammen mit der Strukturgleichung (8)

δφ̃ c H = −
〈
δφ̃cθ,dθ

〉
.

Wir setzen jetzt alles ein und erhalten

δSWZ [φ] = k

∫
B

φ̃∗d(δφ̃cH) = −k
∫

B

dφ̃∗
〈
δφ̃cθ, dθ

〉
.

Mit dem Stokesschen Satz bekommen wir ein Integral über∂B = Σ, und gemäß̃φ|Σ = φ

und mit dem Vektorfeldδφ := δφ̃|Σ erhalten wir die Variation

δSWZ [φ] = −k
∫

Σ

〈φ∗ (δφcθ) , φ∗dθ〉 (25)

die erwartungsgemäß nicht mehr von den Wahlen vonB oderφ̃ abhängt.

2.3 Erhaltungsgrößen im Wess-Zumino-Witten-Modell.Wir kombinieren nun
die in den beiden letzten Abschnitten untersuchten Wirkungen zu der des Wess-Zumi-
no-Witten-Modells

S [φ] = Skin [φ] + SWZ [φ] . (26)

Dabei haben wir in beiden Summanden dieselbe Konstantek und dieselbe Bilinearform
〈·, ·〉 gewählt, was sich als wesentlich für die Gestalt der Bewegungsgleichungen erweisen
wird. Wir fixieren im folgenden eine Wahl vonB und φ̃ im Wess-Zumino-Term, und
berufen uns auf die im letzten Abschnitt erläuterte Unabhängigkeit von diesen Wahlen.

Wir werden die Wirkung (26) zunächst auf Symmetrien untersuchen, und dann die
Bewegungsgleichungen berechnen. Schließlich werden wir eine neue Interpretation der
gefundenen Gleichungen geben, die der Ausgangspunkt unserer Behandlung nichtorien-
tierbarer Weltflächen in Abschnitt 4 sein wird.

2.3.1 Symmetrien der Wess-Zumino-Witten-Wirkung.Neben der schon erwähnten
konformen Symmetrie stellen wir eine diskrete Symmetrie fest, die Witten gefunden und
Paritätssymmetrie genannt hat [Wi], sowie eine kontinuierliche Symmetrie, deren zugehö-
rigene erhaltene Größe wir durch die Variation im anschließenden Abschnitt bekommen
werden.

Zur Überprüfung der konformen Invarianz betrachten wir eine konforme Transforma-
tion aufΣ, das heißt einen Diffeomorphismusf : Σ −→ Σ mit

f ∗h = e2σh,
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wobeiσ ∈ C∞ (Σ) ist. In der WirkungS [φ] geht die Metrik nur im kinetischen Term ein,
und zwar im Hodgeschen Sternoperator?. Für eine Einsformω ∈ Ω1 (Σ) auf einer Karte
xi : U −→ R2 ist

(?ω)j :=
√
|h| εij h

ik ωk.

Unter der Transformationh 7−→ e2σh haben wir
√
|h| 7−→ e2σ

√
|h| sowie hik =

(hik)
−1 7−→ (e2σhik)

−1
= e−2σhik. Also bleibt ?ω invariant unter konformen Trans-

formationen, gleiches gilt auch für die in der Lagrangedichte auftretende Form?θ, die
Lagrangedichte bleibt daher invariant unter konformen Transformationen. Zur konformen
Invarianz des Wess-Zumino-Terms können wir nur feststellen, dass er in keiner Weise von
der Metrikh der Weltfläche abhägt, aus welchem Grund er auch häufig als topologischer
Term bezeichnet wird. Er ist also manifest invariant unter konformen Transformationen;
das Wess-Zumino-Witten-Modell hat damit konforme Symmetrie.

Wir untersuchen weiter die Auswirkung eines Orientierungswechsels auf der Weltflä-
cheΣ. Er bewirkt∫

Σ

7−→ −
∫

Σ

, vol 7−→ − vol und damit ? 7−→ − ? .

Mit der Bilinearität von〈·, ·〉 istSkin [φ] also invariant. Im Wess-Zumino-Term ändert sich
die Orientierung der dreidimensionalen MannigfaltigkeitB, so dass das Integral überB,
und damit der ganze Term, sein Vorzeichen wechselt. Der Orientierungswechsel aufΣ
ist also keine Symmetrie des Wess-Zumino-Witten-Modells. Witten aber hat eine weitere
Transformation gefunden, deren Verkettung mit dem Orientierungswechsel aufΣ zu einer
Symmetrie wird. Diese Transformation ist der Übergangφ 7−→ φ−1 = Inv ◦ φ. Wir
berechnen zunächst mit (9)

φ∗θ 7−→ (Inv ◦ φ)∗ θ = φ∗ Inv ∗θ = −φ∗θ.

Die Lagrangedichte des kinetischen Terms wird damit zu

L [Inv ◦ φ] =
〈
φ∗θ, ?φ∗θ

〉
.

Das ist aber zusammen mit (11) und der Ad-Invarianz von〈·, ·〉 genau gleichL [φ], die
Lagrangedichte und damit der kinetische Term sind also invariant unter dieser Transfor-
mation.

Für den Wess-Zumino-TermSWZ[φ] = SWZ[φ̃, B] müssen wir für die AbbildungInv ◦
φ neue Wahlen treffen, es bieten sich dabeiB und Inv ◦ φ̃ an, die die erforderlichen
Bedingungen erfüllen. Dann müssen wir

SWZ[Inv ◦ φ̃, B] = k

∫
B

φ̃∗ (Inv ∗H)

berechnen. Wir verwenden die Definition (23)

H =
1

6
η (θ, θ, θ) =

1

6
η
(
θ, θ, θ

)
,
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die zusammen mit (9) und der Trilinearität vonη sofort

Inv ∗H =
1

6
η (Inv ∗θ, Inv ∗θ, Inv ∗θ) =

1

6
η
(
−θ,−θ,−θ

)
= −H

ergibt. Der Wess-Zumino-Term wechselt also unter der Transformationφ 7−→ φ−1 sein
Vorzeichen.

Während also der kinetische Term sowohl unter dem Orientierungswechsel aufΣ als
auch unterφ 7−→ Inv ◦ φ invariant ist, ist der Wess-Zumino-Term nur invariant unter
beiden simultanen Transformationen, was Witten als Paritätssymmetrie bezeichnet hat.
Insbesondere hat die Wess-Zumino-Witten-Wirkung (26) Paritätssymmetrie.

Wir wollen nun aus zwei Abbildungenφ1, φ2 : Σ −→ G durch punktweise Multipli-
kation in der GruppeG eine neue Abbildungφ1φ2 : Σ −→ G konstruieren. Es bezeichne
µ : G×G −→ G die Gruppenmultiplikation und∆Σ die Diagonalabbildung vonΣ, dann
haben wir formal

φ1φ2 = µ ◦ (φ1, φ2) ◦∆Σ. (27)

Wir wollen nun die WirkungS [φ1φ2] untersuchen, und werden den folgenden Satz als
Ergebnis erhalten.

SATZ 2.3A (Polyakov, Wiegmann).Für die durch punktweise Multiplikation zusam-
mengesetzte Abbildungφ1φ2 : Σ −→ G gilt

S [φ1φ2] = S [φ1] + S [φ2] + k

∫
Σ

〈
φ∗1θ, (1− ?)φ∗2θ

〉
. (28)

Beweis.Im kinetischen TermS [φ1φ2] tritt der Ausdruck(φ1φ2)
∗ θ auf, den wir zuerst

berechnen. Dazu haben wir das Differential der Multiplikationsabbildung

dµ|(a,b) (v, w) = drb|a (v) + dla|b (w)

für a, b ∈ G und v ∈ TaG, w ∈ TbG. Damit bekommt man für die zurückgezogenen
Maurer-Cartan-Formenµ∗θ|(a,b) (v, w) =

(
Ad−1

b ◦ θa

)
(v) + θb (w). Zusammen mit (27)

ist damit lokal
(φ1φ2)

∗ θ|s = Ad−1
φ2(s) ◦ φ

∗
1θ|s + φ∗2θ|s .

Über die Linearität und Invarianz von〈·, ·〉 , sowie Lemma 2.1B (ii) bekommen wir nach
Einsetzen

〈(φ1φ2)
∗ θ, ? (φ1φ2)

∗ θ〉 = 〈φ∗1θ, ?φ∗1θ〉+ 〈φ∗2θ, ?φ∗2θ〉+ 2
〈
φ∗1θ, ?φ

∗
2θ
〉

.

Für den kinetischen Term gilt also

Skin [φ1φ2] = Skin [φ1] + Skin [φ2]− k

∫
Σ

〈
φ∗1θ, ?φ

∗
2θ
〉

.



DAS WESS-ZUMINO-WITTEN-MODELL 27

Für den Wess-Zumino-Term müssen wir(φ̃1φ̃2)
∗H angeben. Mit (23) und (22), wieder

mit der Invarianz von〈·, ·〉, und Lemma 2.1B bekommen wir nach etwas Rechnung(
φ̃1φ̃2

)∗
H =

1

6

〈
φ∗1θ + φ∗2θ,

[
φ∗1θ + φ∗2θ, φ

∗
1θ + φ∗2θ

]〉
= φ∗1H + φ∗2H + d

〈
φ∗1θ, φ

∗
2θ
〉

.

Für den Wess-Zumino-Term gilt damit

SWZ [φ1φ2] = SWZ [φ1] + SWZ [φ2] + k

∫
Σ

〈
φ∗1θ, φ

∗
2θ
〉

,

damit folgt der Satz.

Wir wollen diesen Satz nun benutzen, um weitere Symmetrien zu finden. Der dort
auftretende Operator

1− ? : Ω1 (Σ, g) −→ Ω1 (Σ, g)

ist invertierbar mit Inversem1
2
(1 + ?), da auf Einsformen?? = −1 ist. Wenn wir for-

dern, dass der gemischte Term in (28) verschwindet, fordern wir(1− ?)φ∗2θ = 0, was
also äquivalent ist zur Forderungφ∗2θ = 0. Diese Gleichung wird nur durch konstante
Abbildungenφ2 gelöst. Da in diesem Fall auchS [φ2] konstant ist, und nicht zur Variati-
on beiträgt, istφ 7−→ rg ◦ φ mit der Rechtsmultiplikationrg eine Symmetrie des Wess-
Zumino-Witten-Modells. Da wir mit Lemma 2.1B im Satz auch〈

φ∗1θ, (1− ?)φ∗2θ
〉

=
〈
(1 + ?)φ∗1θ, φ

∗
2θ
〉

schreiben können, haben wir mit derselben Begründung eine Symmetrieφ 7−→ l
eg ◦ φ

mit der Linksmultiplkationl
eg. Diese beiden Symmetrien bezeichnen wir als Links- und

Rechtstranslationssymmetrie.
Wir können auch die Paritäts- und die Translationssymmetrie verbinden, und die Ori-

entierungsumkehr aufΣ gleichzeitig mit der durchγ = rg◦leg◦Inv erzeugten Transforma-
tion φ 7−→ γ ◦ φ anwenden. Besonders interessant werden für uns dabei die Fälle sein, in
denenγ eine längenerhaltende Involution ist, das heißtγ2 = 1. Gemäß einer Diskussion
in [Bru][HuiSchSch] legt das die zu betrachtenden Abbildungen auf

γ = lz ◦ Inv

fest, wobeiz ∈ Z (G) ein Element des Zentrums der Gruppe ist.

2.3.2 Bewegungsgleichungen.Die Bewegungsgleichungen des Wess-Zumino-Wit-
ten-Modells folgen aus der Variation der Wirkung (26), diese ist also gerade die Summe
der Variationen (16) des kinetischen Terms und des Wess-Zumino-Terms (25), nämlich

δS [φ] = k

∫
Σ

〈φ∗ (δφcθ) ,−d(1 + ?)φ∗θ〉 .
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Nachdem〈·, ·〉 nicht-ausgeartet ist und das Variationsvektorfeldδφ beliebige Werte an-
nimmt, folgern wir die Bewegungsgleichung

− d(1 + ?)φ∗θ = 0. (29)

Nachdem die Wirkung (26) invariant unter Paritäts- und Translationssymmetrie war,
also invariant unter einem Orientierungswechsel aufΣ, gekoppelt mit der Transformation
φ −→ γ ◦φ, sollte diese Symmetrie auch Bewegungsgleichungen in Bewegungsgleichun-
gen überführen. Diese transformiert sich zur Gleichung

d(1− ?)φ∗θ = 0. (30)

Üblicherweise spricht man hier von zwei äquivalenten Gleichungen, oder von den zwei
erhaltenen Strömen

J := − (1 + ?)φ∗θ und J := (1− ?)φ∗θ.

Ein Vergleich mit den Überlegungen nach Satz 2.3A zeigt, dass diese Ströme die zu
Rechts- und Linkstranslationssymmetrie gehörenden, erhaltenen Größen sind.

2.3.3 Das Wess-Zumino-Witten-Modell als Theorie auf dem doppelten Überlage-
rungsraum.Anstatt von zwei Strömen oder zwei äquivalenten Bewegungsgleichungen
zu sprechen, versuchen wir hier eine neue Interpretation, indem wir zum doppelten Über-
lagerungsraum̂Σ der WeltflächeΣ übergehen. Wir werden im Abschnitt 4.1.1 eine präzise
Definition dieses Raumes geben, und an dieser Stelle nur auf den hier vorliegenden Spezi-
alfall einer orientierbaren WeltflächeΣ eingehen. Dann bestehtΣ̂ aus zwei disjunkten Ko-
pien vonΣ, die entgegengesetzt orientiert sind, und die wir die beiden Blätter vonΣ̂ nen-
nen. Die Wahl einer Orientierung aufΣ entspricht einer Auszeichnung einer der beiden
Blätter, und wir werden eine solche Auszeichnung als stetige Abbildung orΣ : Σ −→ Σ̂
verstehen, die jedem Punktx ∈ Σ denselben Punktx in dem auszuzeichnenden Blatt zu-
ordnet. Daraus, dass orΣ stetig ist, undΣ̂ in zwei disjunkte Teile zerfällt, folgt, dass das
Bild orΣ (Σ) genau eines der beiden Blätter ist; dieses ist damit ausgezeichnet.

Eine Abbildungσ : Σ̂ −→ Σ̂ definieren wir dadurch, dass einem Punktx ∈ Σ des
einen Blattes derselbe Punkt in dem anderen Blatt zugeordnet wird. Es giltσ2 = 1, das
heißt,σ ist eine orientierungsumkehrende Involution im doppelten ÜberlagerungsraumΣ̂.
Wenn wir eine Orientierung orΣ gewählt haben, istσ◦ orΣ die entgegengesetzte Orientie-
rung.
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x

Σ̂

Σ̂

Σσ σ

orΣ

Wir haben die Diskussion des Wess-Zumino-Witten-Modells mit einer fixierten Ori-
entierung aufΣ begonnen, haben also eine Theorie von Abbildungenφ : orΣ (Σ) −→ G
auf einem der beiden Blätter vonΣ in Σ̂ aufgestellt. Dann haben wir das Verhalten dieser
Theorie unter einer Wechsel der Orientierung aufΣ untersucht. In unserer Interpretation
entspricht das einer Transformationφ 7−→ φ ◦ σ, wir gehen also zu einer Theorie von
Abbildungenφ ◦ σ : σ (orΣ (Σ)) −→ G auf dem anderen Blatt des doppelten Überlage-
rungsraumes über.

Es hat sich allerdings herausgestellt, dass das Wess-Zumino-Witten-Modell nicht in-
variant unter dieser Transformation ist. Nur in Verbindung mit einer Transformation
φ 7−→ γ ◦ φ im ZielraumG ergibt sich auf dem anderen Blatt dieselbe Theorie mit
derselben Wirkung. Dies führt uns zu einer Abbildung

õrΣ : Map(orΣ (Σ) , G) −→ Map(Σ̂, G),

deren Definition wir nach den voranstehenden Überlegungen wie folgt entnehmen. Zu
einer Abbildungφ ∈ Map(orΣ (Σ) , G) definieren wir das Bild̂φ = õrΣ (φ) ∈ Map(Σ̂, G)
dieser Abbildung auf den beiden Blättern separat, und zwar

φ̂
∣∣∣
orΣ(Σ)

:= φ und φ̂
∣∣∣
σ(orΣ(Σ))

:= γ ◦ φ ◦ σ.

Wir legen uns nun auf Transformationenγ = lz ◦ Inv im Zielraum fest, und erreichen
damit, dass die Abbildungen im Bild voñorΣ invariant unter der Paritätssymmetrie

φ̂ 7−→ γ ◦ φ̂ ◦ σ

sind, nachdem sowohlσ als auchγ Involutionen sind. Die Menge dieser Abbildungen
bezeichnen wir mit

Map(Σ̂, G)σ,γ :=
{
φ̂ : Σ̂ −→ G | φ̂ = γ ◦ φ̂ ◦ σ

}
.

Außerdem wird die soeben definierte Abbildung̃orΣ in ihrem Bildbereich Map(Σ̂, G)σ,γ

invertierbar. Ihr Inverses ordnet einer Abbildungφ̂ ∈ Map(Σ̂, G) die Einschränkung auf
das Blatt orΣ (Σ) zu.



Unsere Interpretation lautet nun wie folgt. Das Wess-Zumino-Witten-Modell ist eine
Theorie von Abbildungen̂φ ∈ Map(Σ̂, G)σ,γ des doppelten ÜberlagerungsraumesΣ̂ der
hier zwar orientierbaren, aber nicht orientierten WeltflächeΣ in den ZielraumG; dabei ist
γ eine längenerhaltende Involution vonG. Die Bewegungsgleichung lautet

−d(1 + ?) φ̂∗θ = 0 ⇐⇒ d(1− ?) φ̂∗θ = 0,

beide Gleichungen sind aufgrund der Invarianz vonφ̂ nun tatsächlich algebraisch äquiva-
lent. Wählt man eine Orientierung̃orΣ aufΣ, so legt man sich auf eines der beiden Blätter
fest, und reproduziert dort das Wess-Zumino-Witten-Modell mit fixierter Orientierung,
mit dessen Diskussion wir in Abschnitt 2.1.3 begonnen hatten. Diese Interpretation ist
der Ausgangspunkt unserer Behandlung des Wess-Zumino-Witten-Modells auf nichtori-
entierbaren Weltflächen in Abschnitt 4.



3 Gerben

Hermitesche Geradenbündel mit Zusammenhang sind ein mathematisches Werkzeug
zur Beschreibung der Kopplung von Punktteilchen an ein elektromagnetisches Feld. Wäh-
rend hermitesche Geradenbündel (ohne Zusammenhang) durch die Kohomologiegruppe
H2 (M,Z) klassifiziert werden, verwenden wir zur Klassifizierung von hermiteschen Ge-
radenbündeln mit Zusammenhang eine Hyperkohomologietheorie, und zwar die Deligne-
HyperkohomologiegruppěH1 (M,Z (1)•D).

Gehen wir von Punktteilchen zu eindimensionalen Strings über, so sollen Gerben, ge-
nauer gesagt hermitesche Bündelgerben mit Zusammenhang und Kurvung, die Rolle der
hermiteschen Geradenbündel mit Zusammenhang übernehmen, und die Kopplung eines
Strings an ein Hintergrundfeld beschreiben. Die Analogie von Geradenbündeln und Ger-
ben setzt sich in der klassifizierenden Theorie fort, und zwar in einer um Eins erhöhten
Dimension. Gerben werden demnach durch die KohomologiegruppeH3 (M,Z) klassifi-
ziert, und Gerben mit Zusammenhang und Kurvung durch die Deligne-Hyperkohomolo-
giegruppeȞ2 (M,Z (2)•D).

Daher werden wir in Abschnitt 3.1 die Deligne-Hyperkohomologietheorie einführen.
In Abschnitt 3.2 werden wir im Detail hermitesche Geradenbündel mit Zusammenhang
besprechen und klassifizieren. Dann werden wir im Abschnitt 3.3 zur Definition von Ger-
ben, Zusammenhängen auf Gerben und Kurvungen kommen, und diese ebenfalls klassi-
fizieren. Letztendlich werden wir mithilfe von Gerben und ihrer Holonomie in Abschnitt
3.4 den Wess-Zumino-Term neu definieren, und damit die Gültigkeit des Wess-Zumino-
Witten-Modells um einige Einschränkungen erleichtern.

3.1 Deligne-Hyperkohomologietheorie.Pierre Deligne hat diese Theorie um 1972
eingeführt, um eine Kohomologietheorie für bestimmte algebraische Varietäten zu be-
kommen. 1991 stellte er fest, dass seine Theorie hermitesche Geradenbündel mit Zusam-
menhang klassifizierte, und Jean-Luc Brylinski entdeckte 1993, dass sie ebenfalls zur
Klassifikation von Gerben mit Zusammenhang und Kurvung verwendet werden kann.

Entsprechend der Entstehungsgeschichte der Deligne-Hyperkohomologie wird dieser
Abschnitt vorerst nichts mit geometrischen Objekten oder gar Physik zu tun haben. Wir
beginnnen mit einer kurzen Zusammenfassung derČech-Kohomologietheorie, auf die al-
les weitere aufbauen wird. Für Details müssen wir zum Beispiel auf die Bücher von R.
Bott und L.W. Tu [BoTu], J.-L. Brylinski [Bry] oder F.W. Warner [Wa] verweisen.
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3.1.1 Čech-Kohomologietheorie und derČech-de Rham-Doppelkomplex.Wir arbei-
ten auf einer glatten MannigfaltigkeitM (ohne Rand) und betrachten (Prä-)Garben abel-
scher Gruppen überM . Eine PrägarbeF ordnet jeder offenen UntermengeU vonM eine
abelsche GruppeF (U) zu, und jeder InklusionιVU : V ↪→ U verschachtelter Untermen-
gen einen Gruppenhomomorphismus

F
(
ιVU
)

: F (U) −→ F (V ) ,

so dass der IdentitätιUU die IdentitätF
(
ιUU
)

= id zugeordnet wird, und für eine dreifache
VerschachtelungW ↪→ V ↪→ U die Transitivitätsbedingung

F
(
ιWU
)

= F
(
ιWV
)
◦ F

(
ιVU
)

gilt. In der kategoriellen Sprache ist eine Prägarbe also ein kontravarianter Funktor von
der Kategorie Open(M) der offenen Untermengen vonM in die der abelschen Gruppen.
Betrachten wir zwei UntermengenU undV mit zwei Gruppenelementenu ∈ F (U) und
v ∈ F (V ), und nehmen an, dass die SchnittmengeU ∩V nicht leer ist. Eine GarbeF hat
gegenüber einer Prägarbe die zusätzliche Eigenschaft, dass aus einer Übereinstimmung

F
(
ιUU∩V

)
(u) = F

(
ιVU∩V

)
(v)

auf dem SchnittU ∩V die Existenz eines eindeutigen Gruppenelementesw ∈ F (U ∪ V )
folgt, so dass

F
(
ιU∪V
U

)
(w) = u und F

(
ιU∪V
V

)
(w) = v

sind.

Wir werden hier nur mit zwei speziellen Arten von Garben abelscher Gruppen zu tun
haben. Für eine abelsche GruppeA haben wir zum einen die (genauso bezeichnete) Garbe
A, die jeder offenen UntermengeU die abelsche GruppeA (U) der lokal konstanten,
stetigen AbbildungenU −→ A zuordnet (für ein zusammenhängendesU sind das genau
die konstanten Abbildungen). IstA zusätzlich eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, zum
BeispielA = R, U (1), so haben wir außerdem die GarbeA, die der UntermengeU die
abelsche GruppeA (U) der glatten AbbildungenU −→ A zuordnet. Für beide Garben
F = A,A sind die GruppenhomomorphismenF

(
ιUV
)

: F (U) −→ F (V ) lediglich die
Einschränkungen von Abbildungen aufU auf die kleinere MengeV . Die Aussage, dassA
undA Garben sind, bedeutet, dass es, wenn zwei stetige (differenzierbare) Abbildungen
auf dem Schnitt ihrer Definitionsbereiche übereinstimmen, eine eindeutige Abbildung auf
der Vereinigung ihrer Definitionsbereiche gibt, so dass sich die beiden Abbildungen als
Einschränkungen dieser einen Abbildung ergeben.

Wir fixieren eine offene ÜberdeckungU = {Ui}i∈I vonM , und definieren für eine
GarbeF für jedesk ∈ N0 die Čech-Kokettengruppe bezüglichU mit Werten inF als das
direkte Produkt

Čk(U,F) =
∏

i0,...,ik

F (Ui0 ∩ ... ∩ Uik) .
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Wir betrachten die Inklusion∂j eines Schnittes von(k + 1) Teilmengen ink-Teilmengen
durch Weglassen derj-ten Menge, und den daraus durch die Garbe bestimmten Gruppen-
homomorphismus

F (∂j) : F
(
Ui0 ∩ ... ∩ Uij−1

∩ Uij+1
∩ ... ∩ Uik

)
−→ F (Ui0 ∩ ... ∩ Uik) .

Auf den Čech-Kokettengruppen definieren wir durch eine Linearkombination dieser
Gruppenhomomorphismen denČech-Korandoperator

δk =
k+1∑
j=0

(−1)j F (∂j) : Čk(U, A) −→ Čk+1(U, A).

Den Index am Korandoperator werden wir häufig weglassen. Er ist ein Gruppenhomo-
morphismus, und erfüllt wegen des alternierenden Vorzeichens in seiner Definition die
Komplexbedingungδk+1 ◦ δk = 1. Gruppenelemente im Kern vonδ heißen Kozykel.
Damit haben wir deňCech-Komplex

... δ // Čk(U,F)
δ // Čk+1(U,F)

δ // ...

bezüglichU mit Werten inF definiert. Seine Kohomologiegruppen

Ȟk(U,F) := ker δk / im δk−1

heißen diěCech-Kohomologiegruppen bezüglichU mit Werten inF .
Um die Abhängigkeit von der Wahl der offenen ÜberdeckungU zu eliminieren, be-

trachtet man die Menge aller offener Überdeckungen vonM und nutzt aus, dass diese
bezüglich Verfeinerung eine induktiv geordnete Menge bilden. Dabei heißt eine Überde-
ckungV = {Vj}j∈J feiner als eine ÜberdeckungU = {Ui}i∈I , wenn es eine Abbildung
der Indexmengenf : J −→ I gibt mit Vj ⊆ Uf(i). Eine solche Abbildung definiert einen
Gruppenhomomorphismus der Kokettengruppen

f ∗ : Čk(U,F) −→ Čk(V,F).

Für eine andere Wahlf ′ erhält man eine zuf ∗ homotope Abbildungenf ′∗, außerdem sind
beide Kettenabbildungen ([BoTu], Lemmata 10.4.1. und 10.4.2), was bedeutet, dass es
einen von der Wahl vonf unabhängigen Gruppenhomomorphismus

%U
V : Ȟk (U,F) −→ Ȟk (V,F)

gibt. Die Čech-Kohomologiegruppen bilden über diese Abbildungen ein sogenanntes di-
rektes System, und erlauben es, über den direkten Limes derČech-Kohomologiegruppen
zu von Überdeckungen unabhängigenČech-Kohomologiegruppen überzugehen,

Ȟk (M,F) = lim−→
U

Ȟk (U,F) . (31)
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Damit meint man die disjunkte Vereinigung derČech-Kohomologiegruppen zu allen
Überdeckungen, geteilt durch eine Äquivalenzrelation, die zwei Elementeg und h aus
Kohomologiegruppen zu zwei ÜberdeckungenU und V identifiziert, wenn in einer ge-
meinsamen VerfeinerungW vonU undV die Gleichheit%U

W (g) = %V
W (h) gilt.

Die Čech-KohomologiegruppeňHk (M,F) haben wieder funktorielle Eigenschaften.
Dazu betrachten wir zwei GarbenF undG und einen Morphismusϕ : F −→ G von
Garben, damit meint man einen GruppenhomomorphismusϕU : F (U) −→ G (U) für
jede offene UntermengeU ⊆ M , der mit den AbbildungenF

(
ιVU
)

verträglich ist. Dann
gibt es einen wohldefinierten Gruppenhomomorphismus

ϕ∗ : Ȟk (M,F) −→ Ȟk (M,G) .

Wir kommen nun unseren beiden GarbenA undA zurück. Beispielsweise geben wir
kurz ein Element deřCech-Kokettengruppeg ∈ Čk(U, A) an, ein solches ist eine lokal
konstante Abbildung

gi0,...,ik : Ui0 ∩ ... ∩ Uik −→ A.

Der Čech-Korandoperator wirkt wie

(δg)i0,...,ik+1
=

k+1∑
j=0

(−1)j gi0,...,ij−1,ij+1,...,ik+1
∈ Čk+1(U, A).

Man kann nun zeigen, dass dieČech-Kohomologiegruppen mit Werten inA die Axiome
einer Kohomologietheorie mit Koeffizienten in der abelschen GruppeA erfüllen. Daher
stehen sie in kanonischer Isomorphie zu den schon angesprochenen (singulären) Koho-
mologiegruppen,̌Hk (M,A) = Hk (M,A). Man sollte hierbei betonen, dass diese Iso-
morphie für dieČech-Kohomologiegruppen mit Werten inA nicht gilt.

Wir wollen jetzt nicht mehr nur eine Garbe betrachten, sondern gleich ganze Sequen-
zen von Garben. Wir besprechen zwei Spezialfälle, nämlich zuerst eine kurze exakte Se-
quenz, die zu einer langen exakten Sequenz von Kohomologiegruppen führt, und dann
einen Komplex von Garben, aus dem wir einen Doppelkomplex erhalten.

Ein wichtiges Beispiel einer kurzen exakten Sequenz von Garben ist die (reelle) Ex-
ponentialsequenz

0 // Z ι // R ei // U(1) // 0. (32)

In dieser Sequenz steht die GarbeZ der lokal konstanten Funktionen mit Werten inZ,
und die beiden GarbenR undU (1) von glatten (nicht unbedingt lokal konstanten) Funk-
tionen mit Werten inR bzw.U (1). Die Inklusionι betrachten wir hier als Morphismus
von Garben, und hat wieder die besondere Normierungz 7−→ 2πz. Zu jeder der drei Gar-
ben können wir nun diěCech-Kokettengruppen bezüglich einer offenen ÜberdeckungU

nehmen und erhalten so eine immer noch exakte Sequenz vonČech-Kokettenkomplexen

0 // Č•(U,Z)
ι // Č•(U,R)

ei // Č•(U, U(1)) // 0.
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Čech-Kohomologie mit Werten in einer beliebigen abelschen Gruppe hat die Eigenschaft,
dass eine kurze exakte Sequenz vonČech-Kokettenkomplexen eine lange exakte Sequenz
von Kohomologiegruppen impliziert, nämlich

... // Ȟk(M,R) // Ȟk(M,U(1)) EDBC
GF

ω

@A
// Hk+1(M,Z) // Ȟk+1(M,R) // ...

Dabei haben wir diěCech-Kohomologiegruppen mit Werten inZ schon mit den (singulä-
ren) Kohomologiegruppen identifiziert. Die GarbeR hat die besondere Eigenschaft, das
ihre Čech-KohomologiegruppeňHk(M,R) für k > 0 auf parakompakten Räumen, so
wie es in unserem Fall einer endlich-dimensionalen Mannigfaltigkeit vorliegt, verschwin-
den (Theoreme 1.4.6 und 1.4.15. in [Bry]). Die lange Sequenz wird also in kleine Stücke
geteilt, so dass jeder Verbindungshomomorphismus

ω : Ȟk(M,U (1)) −→ Hk+1 (M,Z) , (33)

für k > 0 sogar ein Isomorphismus ist.

Da wir diesen Verbindungshomomorphismus noch häufig benutzen werden, wollen
wir ihn explizit angeben. Es werde also ein Element inȞk(M,U (1)) vertreten durch
einenČech-Kozykelg ∈ Čk(U, U (1)). Die Surjektivität der Exponentialabbildung in
(32) gibt uns ein Elementlog (g) ∈ Čk(U,R) und seinen Randδ log (g) ∈ Čk+1(U,R).
Da die Exponentialabbildung undδ vertauschen, istexp (iδ log (g)) = 0. Daher liegt
δ log (g) im Bild von ι∗, ist also insbesondere lokal konstant,δ log (g) ∈ Čk+1(U,R) und
hat das Urbild

1

2π
[δ log (g)] ∈ Hk+1 (M,Z) .

Der zweite Spezialfall, den wir besprechen wollen, ist der eines Komplexes von Gar-
ben. Wenn das Differential dieses Komplexes mit demČech-Korandoperatorδ vertauscht,
bekommen wir einen Doppelkomplex. Als Beispiel nehmen wir den Komplex

Ω0 d // Ω1 d // Ω2 d // ...

der de Rham-GarbenΩk, die einer UntermengeU ⊆ M die differenzierbarenk-For-
menΩk (U) aufU zuordnen. Das ergibt deňCech-de Rham-Doppelkomplex̌Ck (U,Ωp),
in dem eine Koketteω ∈ Čk (U,Ωp) eine Familie von lokalen Differentialformen
ωi0,...,ik ∈ Ωp (Ui0 ∩ ... ∩ Uik) ist. Der Doppelkomplex besteht aus lauter kommutieren-
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den Diagrammen,

Č2(U,Ω0)
d //

δ

OO

Č2(U,Ω1)
d //

δ

OO

Č2(U,Ω2)
d //

δ

OO

Č1(U,Ω0)
d //

δ

OO

Č1(U,Ω1)
d //

δ

OO

Č1(U,Ω2)
d //

δ

OO

Č0(U,Ω0)
d //

δ

OO

Č0(U,Ω1)
d //

δ

OO

Č0(U,Ω2)
d //

δ

OO

Aus einem Doppelkomplex wiěCk (U,Ωp) kann man einen normalen Komplex er-
zeugen, in dem man die Diagonalen mit konstantemn = k + p direkt summiert. Wir
definieren also die Kokettengruppen

Tot nČ• (U,Ω•) :=
⊕

n=k+p

Čk (U,Ωp) .

Die Elemente vonTot nČ• (U,Ω•) sind von der Form(α0, ..., αn) mit αp ∈ Čn−p (U,Ωp).
Außerdem definieren wir ein Differential

DdR : Tot nČ• (U,Ω•) −→ Tot n+1Č• (U,Ω•) ,

indem wir auf jedem direkten Summanden

DdR|Čk(U,Ωp) := δ + (−1)k d

setzen. Das alternierende Vorzeichen ist nötig, um aus der Bedingungδd = dδ die Kom-
plexeigenschaft D2dR = 0 folgern zu können. Die Kohomologiegruppen des totalen Kom-
plexes nennen wir die Hyperkohomologiegruppen des Doppelkomplexes, und schreiben

Ȟn (U,Ω•) = ker Dn
dR / im Dn−1

dR .

Wir zitieren jetzt einen wichtigen Satz der algebraischen Topologie, von dem wir spä-
ter noch eine allgemeinere Version verwenden werden.

SATZ 3.1A (z.B. Proposition 8.5 in [BoTu]).Für eine differenzierbare Mannigfaltig-
keitM und eine offene ÜberdeckungU ist die verallgemeinerte Mayer-Vietoris-Sequenz

0 // Ω• (M) r //
∏
i∈I

Ω• (Ui)
δ //

∏
i,j

Ω• (Ui ∩ Uj)
δ // ...

exakt, dabei istδ der Čech-Korandoperator und r die Einschränkung einer global defi-
nierten Formω ∈ Ω• (M) auf die einzelnenUi.
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In diesen Satz fließt im Wesentlichen die Existenz einer Partition der Eins ein.
Im Čech-de Rham-Doppelkomplex stehen in den Spalten genau diese verallgemeiner-
ten Vietoris-Sequenzen, sie sind also exakt. Das bedeutet, dass wir zu jedem Kozykel
g ∈ Čk(U,Ωp), alsoδg = 0, eineČech-Koketteh ∈ Čk−1 (U,Ωp) finden mitδh = g.

Anhand desČech-de Rham-Doppelkomplexes und des letzten Satzes kann man ex-
plizit den GruppenisomorphismušHk(M,R) −→ Hk

dR (M) konstruieren, den wir durch
Ȟk(M,R) = Hk(M,R) und die Abbildung dR−1 : Hk(M,R) −→ Hk

dR (M) im Ab-
schnitt 2.2.2 schon verwendet haben. Dazu bedienen wir uns der Notation einesk-Zick-
zacks. Eink-Zickzack ist ein Element(α0, ..., αk−1) ∈ Tot k−1Č•(U,Ω•) im totalen Kom-
plex mit der Zickzackbedingungδαi+(−1)i−1dαi−1 = 0 für alle0 < i < k. Das bedeutet
nicht anderes als

DdR (α0, ..., αk−1) = (δα0, 0, ..., 0,dαk−1) .

Wir nennenδα0 ∈ Čk(U,Ω0) den Schweif und dαk−1 ∈ Č0(U,Ωk) den Kopf des Zick-
zacks. Sehen wir uns den Kopf eines Zickzacks auf dem Schnitt zweier TeilmengenUi∩Uj

an. Dort ist

dαk−1|Uj
− dαk−1|Ui

= δ (dαk−1) = dδαk−1 = (−1)k ddαk = 0,

die Garbeneigenschaft vonΩk ergibt also, dass der Kopf eines Zickzacks eine eindeuti-
ge, global definierte geschlossenek-Form dαk−1 ∈ Ωk (M) ist. Für Zickzacke gilt das
folgende

LEMMA 3.1B. Zu jedem Kozykelc ∈ Čk (U,R) gibt es einenk-Zickzack mit Schweif
c.

c

α0

δ

OO

d // ∗

α1

δ

OO

d // ∗

αk−1

δ

OO

d // dαk−1

Beweis durch Diagrammjagd.Wir fassen den Kozykelc als Element inČk(U,R) =
Čk(U,Ω0) auf. Da nach wie vorδc = 0 ist, gibt Satz 3.1A die Existenz eines Elemen-
tesα0 ∈ Čk−1(U,Ω0) mit δα0 = c. Wir sehen uns dα0an und berechnenδ (dα0) =
dδα0 = dc = 0, da c lokal konstant ist. Wir wenden wieder den Satz an und erhalten
ein Elementα1 ∈ Čk−2(U,Ω1) mit (−1)k δα1 = dα0. Es seien nun schon die Elemente
(α0, ..., αi) konstruiert, und erfüllen die Zickzackbedingung. Wir habenδdαi =dδαi =
−dd(−1)i−1dαi−1 = 0, und Satz 3.1A gibt uns die Existenz des nächsten Elementes
αi+1 ∈ Čk−i−2(U,Ωi+1) mit δαi+1 = (−1)i+1dαi. Diese Induktion stoppt zusammen mit
der verallgemeinerten Mayer-Vietoris-Sequenz beiαk−1 ∈ Č0(U,Ωk−1).
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Den Isomorphismus

dR−1 : Hk(M,R) −→ Hk
dR (M)

definieren wir nun wie folgt. Es seic ∈ Čk (U,R) ein Vertreter einer Klasse[c] ∈
Hk(M,R) bezüglich irgendeiner offenen Überdeckung vonM . Man wählt einenk-Zick-
zack mit Schweifc, nimmt dessen Kopfω ∈ Ωk (M) und setzt dR.−1 ([c]) := [ω]. Das
ergibt einen Isomorphimus, der unabhängig von den getroffenen Wahlen ist. Für diese
Aussagen verweisen wir auf [Bry], Theoreme 1.4.15 und 1.4.17.

Wir haben bisher immer beliebige offene Überdeckungen verwendet. Es hat jedoch
viele Vorteile, sich auf sogenannte gute Überdeckungen einzuschränken. Eine gute Über-
deckungU ist eine offene ÜberdeckungU = {Ui}, so dass alle nichtleeren Schnittmengen
von Teilmengen vonU zusammenziehbar sind (das betrifft insbesondere dieUi selbst).
Auf jeder Mannigfaltigkeit gibt es eine gute Überdeckung, und für kompakte Mannigfal-
tigkeiten kann sogar eine endliche Indexmenge gewählt werden (Theorem 5.1 in [BoTu]).

Die Verwendung guter Überdeckungen im̌Cech-de Rham-Doppelkomplex hat so-
wohl topologische als auch differentialtopologische Konsequenzen zur Folge. Topolo-
gisch gesehen liegen die guten Überdeckungen kofinal in der induktiv geordneten Men-
ge der Überdeckungen vonM , das bedeutet, dass wir beim Übergang (31) zum di-
rekten Limes nur die guten Überdeckungen berücksichtigen müssen. Für die GarbeA
der lokal konstanten Funktionen nachA haben wir sogar kanonische Isomorphismen
Ȟn (U, A) −→ Hn (M,A) (Theorem 1.3.6. in [Bry]).

Dann haben wir das Poincaré-Lemma, welches besagt, dass auf einer konvexen Un-
termengeU ⊆ M jede geschlossene Differentialformω ∈ Ωk (U) für k > 0 auch exakt
ist, das heißt es gibt einη ∈ Ωk−1 (U) mit dη = ω. Zusammenziehbare Mengen sind ins-
besondere konvex, und das bedeutet imČech-de Rham-Doppelkomplex, dass nicht nur
die Spalten, sondern auch die Zeilen exakt sind.

Wir werden nun sehen, dass uns die vorangegangene Diskussion desČech-de Rham-
Doppelkomplexes beim Verständnis desČech-Deligne-Doppelkomplexes behilflich sein
wird.

3.1.2 Der Čech-Deligne-Doppelkomplex.Wir definieren einen Morphismus

dlog : U(1) −→ Ω1

von Garben wie folgt. Es seiU eine offene Untermenge undf : U −→ U(1) eine
differenzierbare Abbildung. Die Surjektivität des Garbenmorphismus ei : R −→ U(1)
in der Exponentialsequenz (32) gibt uns die Existenz einer differenzierbaren Funktion
log (f) : U −→ R, die wir als Nullform log(f) ∈ Ω0 (U) auffassen. Zwei Wahlen log(f),
log(f)′ eines Logarithmus unterscheiden sich laut (32) um eine lokal konstante Funktion,
deren Ableitung verschwindet. Wir können daher die Abbildung dlog := d ◦ log unabhän-
gig von der Wahl eines Logarithmus definieren. Sie ist verträglich mit Einschränkungen
auf kleinere Untermengen, und deshalb ein Morphismus von Garben.
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Es sei eine Zahl0 < m ∈ N fixiert. Der Deligne-GarbenkomplexZ(m)•D ensteht
durch zwei Modifikationen am de Rham-GarbenkomplexΩ•. Zum einen schneiden wir
ihn an der Stellem rechts ab, und zum anderen ersetzen wir am AnfangΩ0 durchU (1)
mit der eben definierten Abbildung dlog. Präziser setzen wir also

Z (m)0
D : = U(1),

Z (m)p
D : = Ωp für 0 ≤ m

und sonst Z (m)p
D : = 0.

Die Differentiale sind

d0 = dlog, dp = d für 0 < p < m und sonst dp = 0.

Da d◦ dlog= 0 ist, haben wir so einen Komplex, den Deligne-Garbenkomplex, definiert,

U(1)
dlog // Ω1 d // Ω2 d // ... d // Ωm. (34)

Natürlich bilden wir aus diesem Garbenkomplex den entsprechenden Doppelkomplex
bezüglich einer offenen ÜberdeckungU vonM , er heißtČech-Deligne-Doppelkomplex
Č•(U,Z (m)•D). Wenn wir eine gute ÜberdeckungU wählen, sind - wie schon im̌Cech-
de Rham-Doppelkomplex - seine Zeilen und Spalten exakte Sequenzen. Ebenfalls bilden
wir wieder den totalen Komplex

Tot nČ•(U,Z (m)•D) =
⊕

n=k+p

Čk(U,Z (m)p
D)

und statten ihn mit dem Differential

D|Čk(U,Z(m)p
D) =

{
δ + (−1)k d für p > 0

δ + (−1)k dlog für p = 0

aus. Nachdemδ und dlog vertauschen, gilt wieder D2 = 0. Die Hyperkohomologiegrup-
pen des Doppelkomplexes, also die Kohomologiegruppen des totalen Komplexes, hei-
ßen Deligne-HyperkohomologiegruppeňHn(U,Z (m)•D) bezüglich der ÜberdeckungU;
ebenso können wir wieder im direkten Limes zu den von Überdeckungen unabhängigen
KohomologiegruppeňHn(M,Z (m)•D) übergehen.

3.1.3 Charakteristische Klasse und Krümmung.Am interessantesten für uns werden
die Deligne-HyperkohomologiegruppeňHn(M,Z (m)•D) mit n = m sein. Eine Klasse
ξ ∈ Ȟn(M,Z (n)•D) wird repräsentiert durch ein Elementα ∈ Tot nČ•(U,Z (n)•D) des
totalen Komplexes bezüglich irgendeiner offenen ÜberdeckungU mit D(α) = 0. Ein sol-
ches Element ist ein Satzα = (α0, ..., αn) mit α0 ∈ Čn(U, U(1)) undαp ∈ Čn−p(U,Ωp)
für 0 < p ≤ n. Die Kozykelbedingung lautet in Komponenten

D (α) = (δα0, (−1)n dlog(α0) + δα1, (−1)n−1 dα1 + δα2, ...

...,−dαn−1 + δαn) = 0,
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man beachte dabei, dass der Doppelkomplex beim abgeschnitten ist, das heißt dαn fließt
nicht in die Kozykelbedingung ein. Der lokalen(n+ 1)-Form dαn ∈ Č0(U,Ωn+1) kommt
stattdessen eine andere Bedeutung zu. Dazu berechnen wir

δdαn = dδαn = ddαn−1 = 0,

wir haben es also mit einer sogar global definierten Form dαn ∈ Ωn+1 (M) zu tun. Als
nächstes stellen wir fest, dass sie unabhängig von der Wahl des Vertretersα der Klasseξ
ist, ist nämlich

β = (β0, ..., βn) ∈ Tot nČ•(U,Z (n)•D)

ein anderer Vetreter mitβ = α+ D(γ) für ein

γ = (γ0, ..., γn−1) ∈ Tot n−1Č•(U,Z (n)•D),

so wird wegenβn = αn− dγn−1 dieselbe(n+ 1)-Form dβn = dαn erzeugt. Wir haben
damit eine Abbildung

curv : Ȟn(M,Z (n)•D) −→ Ωn+1 (M)

definiert, und nennencurv (ξ) die Krümmung der Deligne-Hyperkohomologieklasseξ.
Diese Benennung können wir erst später über die geometrischen Interpretationen in den
Gradenn = 1, 2 motivieren.

Wir können auch in der ersten Komponente eines Vertretersα = (α0, ..., αn) einer
Deligne-Klasseξ = [α] ein charakteristisches Datum entnehmen. Dazu projizieren wir
diese erste Komponente

Tot nČ•(U,Z (n)•D) −→ Čn(U, U(1)) : (α0, α1, ..., αn) 7−→ α0

heraus. Die Kozykelbedingung D(α) = 0 liefert δα0 = 1, das heißtα0 ∈ Čn(U, U(1)) ist
ein Kozykel, der in eine Klasse[α0] ∈ Ȟn(U, U(1)) projiziert. Diese Klasse ändert sich
nicht bei der Wahl eines anderen Vertreters der Deligne-Klasseξ. Wir bilden sie mit dem
Isomorphismusω aus (33) ab und haben so eine surjektive Abbildung

char : Ȟn(M,Z (n)•D) −→ Hn+1 (M,Z) .

Wir halten einen Zusammenhang zwischen den beiden Abbildungenchar und curv
in einem Satz fest.

SATZ 3.1C. Es sei ξ ∈ Ȟn(M,Z (n)•D) eine Deligne-Hyperkohomologieklasse.
Dann ist das Bild ihrer charakteristischen Klasse unter dem HomomorphismusιZ :
Hk (M,Z) −→ Hk

dR(M) genau die de Rham-Kohomologieklasse der Krümmung von
ξ, das heißt es gilt

(ιZ ◦ char) (ξ) = [curv (ξ)] .

Insbesondere definiert die Krümmung vonξ eine integrale Kohomologieklasse.
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Beweis.Wir müssen nur gesammelte Ergebnisse zusammenfassen. Es werdeξ vertre-
ten durch ein Elementα = (α0, ..., αn) ∈ Tot nČ•(U,Z (n)•D) mit D(α) = 0. Dann
haben wir gemäß der Definitionen zum einen[curv (ξ)] = [dαn] und zum anderen
char (ξ) = 1

2π
[δ log (α0)] für eine Wahl eines Logarithmuslog (α0) ∈ Ȟn

(
M,Ω0

)
.

NachdemιZ =dR−1 ◦ ι∗ war, haben wir also die Klassen[dαn] ∈ Hn+1
dR (M) und

(ι∗ ◦ char) (ξ) = [δ log (α0)] ∈ Ȟn+1 (M,R) unter dem oben konstruierten Isomorphis-
mus dR zwischeňCech- und de Rham-Kohomologiegruppen zu vergleichen. Dazu be-
merken wir, dass(logα0, ..., αn) ein Element im totalen Komplex dešCech-de Rham-
Doppelkomplexes ist, und zwar mit Rand

DdR (logα0, α1..., αn)

= (δ log (α0) , (−1)n d(log (α0)) + δα1, 0, ..., 0,dαn) .

Die Kozykelbedingung D(α) garantiert gerade, dass in der zweiten Komponente Null
steht. Wir haben also einenn-Zickzack konstruiert mit Schweifδ log (α0) und Kopf dαn

konstruiert, so dass wir per Definition

dR−1 ([δ log (α0)]) = [dαn]

haben. Daraus folgt der Satz.

Über die charakterstische Klasse unterscheiden wir einen wichtigen Typ von Deligne-
Hyperkohomologieklassen.

DEFINITION 3.1D. Eine Deligne-Hyperkohomologieklasseξ heißt trivial, wenn ihre
charakteristische Klassechar (ξ) = 0 ist.

Mit dem Begriff der Trivialität von Deligne-Hyperkohomologieklassen ist Vorsicht
geboten, denn eine triviale Klasseξ ist nicht unbedingt trivial, d.h.ξ = 0. Wir können
sogar sehr viele verschiedene triviale Klassen angeben. Dazu sei% ∈ Ωn (M) einen-
Form aufM undr (%) ∈ Č0 (U,Ωn) die Einschränkung auf dieUi. Das Element

(1, 0, ..., 0, r (%)) ∈ Tot nČ•(U,Z (n)•D)

definiert eine Deligne-Hyperkohomologieklasse, nachdemδr (%) = 0 ist. Diese Klasse
bezeichnen wir mittr (%) und definieren dadurch eine Abbildung

tr : Ωn (M) −→ Ȟn(M,Z (n)•D).

LEMMA 3.1E. Eine Deligne-Hyperkohomologieklasseξ ist genau dann trivial, wenn
es eine Differentialform% ∈ Ωn (M) gibt mit tr (%) = ξ.

Beweis.Sicherlich verschwindet die charakteristische Klasse vontr (%), und wir ha-
ben char ◦ tr = 0. Es sei nunξ eine triviale Deligne-Klasse, repräsentiert durch ein
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Element(α0, ..., αn) ∈ Tot nČ•(U,Z (n)•D) im totalen Komplex. Wir werden per Dia-
grammjagd ein Element(η0, ..., ηn−1) ∈ Tot n−1Č•(U,Z (n)•D) konstruieren mit

(α0, ..., αn)− D (η0, ..., ηn−1) = (1, 0, ..., 0, αn + dηn−1) . (35)

Aus [α0] = 1 folgt die Existenz des ersten Elementesη0 mit α0 = δη0. Wir berechnen

δ ((−1)n dlog(η0) + α1) = (−1)n dlog(δη0) + δα1

= (−1)n dlog(α0) + δα1 = 0

aufgrund der Kozykelbedingung an(α0, ..., αn). Wegen der Exaktheit der verallgemeiner-
ten Mayer-Vietoris-Sequenz aus Satz 3.1A gibt es also einη1, so dass die erste Kompo-
nente von (35) erfüllt ist,−δη1 = (−1)ndlog(η0) + α1. Es seien nuni Elementeη0, ..., ηi

konstruiert, so dass die ersteni Komponenten der Gleichung (35) gelten. Wir berechnen
wieder

δ
(
(−1)n−i dlog(ηi) + αi+1

)
= (−1)n−i dlog(δηi) + δαi+1

= (−1)n−i dlog(αi) + δαi+1 = 0

und bekommen die Existenz vonηi+1 mit −δηi+1 = (−1)n−idηi + αi+1. Nach der Kon-
struktion des(n− 1)-ten Elements setzen wir dann

%U := αn + dηn−1,

wegen

δ%U = δ (αn + dηn−1) = δαn + dδηn−1 = δαn + d(−dηn−2 − αn−1) = 0

wird so einen-Form% ∈ Ωn (M) mit r (%) = %U definiert, so dass

[(α0, ..., αn)] = tr (%)

ist.

Wir gehen zuletzt noch auf die Natürlichkeit der Deligne-Hyperkohomologie ein,
die aus den funktoriellen Eigenschaften vonČech- und Garbenkohomologiefunktoren
folgt. Dazu betrachten wir eine weitere MannigfaltigkeitX und eine stetige Abbil-
dung f : X −→ M . Auf X erhalten wir eine offene, gute ÜberdeckungV, beste-
hend aus den offenen MengenVi := f−1 (Ui), und denČech-Deligne-Doppelkomplex
Č•(V,Z (n)•D) bezüglichV. Jedes Elementα ∈ Tot nČ•(U,Z (n)•D) kann zu einem Ele-
mentf ∗α ∈ Tot nČ•(V,Z (n)•D) zurückgezogen werden. Die Differentiale der Doppel-
komplexe vertauschen mit dem Zurückziehen, das heißt es gilt D(f ∗α) = f ∗ (D (α)).
Insbesondere werden Klassen auf Klassen zurückgezogen, und für Krümmung und cha-
rakteristische Klasse einer Deligne-Klasseξ gelten

f ∗ curv (ξ) = curv (f ∗ξ) bzw. f ∗ char (ξ) = char (f ∗ξ) .
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3.1.4 Deligne-Hyperkohomologieklassen gleicher Krümmung.Obwohl wir hier noch
keinen direkten Zusammenhang zu physikalischen Theorien sehen, müssen wir die Deli-
gne-Hyperkohomologie schon einmal darauf vorbereiten, später über die Krümmung ih-
rer Klassen an einen physikalischen Hintergrund gekoppelt zu werden. Daher wollen wir
uns ein Bild machen von der Menge der Deligne-Hyperkohomologieklassen, die dieselbe
vorgegebene Krümmung haben. Wir nähern uns diesem Problem über eine Operation der
KohomologiegruppeHn(M,U (1)) auf den Deligne-Hyperkohomologieklassen im Grad
n,

Υ : Hn(M,U (1))× Ȟn(M,Z (n)•D) −→ Ȟn(M,Z (n)•D).

Diese Operation definieren wir wie folgt. Es seiU eine offene Überdeckung undg ∈
Čn(U, U (1)) undα = (α0, ..., an) ∈ Tot nČ•(U,Z (n)•D) Kozykeln. Dann setzen wir

Υ ([g] , [α]) = [(α0 · g, α1, ..., αn)] .

Wir müssen nun überprüfen, obΥ ([g] , [α]) eine Deligne-Klasse ist, der nicht von den
Wahlen der Vertreterg undα abhängt. Zuerst muss die Kozykelbedingung erfüllt sein.
Dazu berechnen wir

D (α0 · g, α1, ..., αn) = (δα0 · δg, (−1)n dlog(α0 · g) + δα1, 0, ..., 0) .

δα0 und δg verschwinden nach Voraussetzung. Weiter haben wir, dag aus derČech-
Kokettengruppe mit Werten in der Garbe der lokal konstantenU (1)-wertigen Funktionen
ist,

dlog(α0 · g) = dlog(α0) + dlog(g) = dlog(α0) ,

das heißt,Υ ([g] , [α]) ist ein Element der Deligne-Hyperkohomologie im Gradn. Bei der
Wahl eines anderen Vertretersh ∈ [g] mit g = h · δη undβ ∈ [α] mit α = β+D(γ) haben
wir

(α0 · g, α1, ..., αn) = (β0 · δγ0 · h · δη, β1

+ (−1)n dlog(γ0) + δγ1, ...,−dγn−1 + βn)

= (β0 · h, β1, ..., βn) + D (η · γ0, γ1, ..., γn−1) ,

nachdem auchη lokal konstant und damit D(η) = (δη, 0, ..., 0) ist. Also istΥ ([g] , [α])
unabhängig von der Wahl der Vertreter. Da außerdem klar ist, dass das Einselement von
Hn(M,U (1)) trivial operiert, und die Assoziativität bei mehrmaligem Operieren durch
die Assoziativität der Multiplikation iňC•(U, U (1)) gewährleistet wird, definiertΥ eine
Operation. Der folgende Satz macht sie für uns interessant.

SATZ 3.1F. Die Krümmungcurv von Deligne-Hyperkohomologieklassen ist für al-
le n > 0 eine bahntrennende Invariante der OperationΥ von Hn(M,U (1)) auf
Ȟn(M,Z (n)•D).
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Beweis.Die Invarianz der Krümmung unter der OperationΥ folgt sofort aus den De-
finitionen, da die Operation in der ersten Komponente wirkt, und die Krümmung in der
letzten Komponente eines Kozykels(α0, ..., an) ∈ Tot nČ•(U,Z (n)•D) entnommen wird;
beide sind aber fürn > 0 verschieden, das heißt es gilt

curv (Υ (γ, ξ)) = curv (ξ)

für alle γ ∈ Hn(M,U (1)) und ξ ∈ Ȟn(M,Z (n)•D). Alle Elemente in einer Bahn von
Υ haben also dieselbe Krümmung. Um zu zeigen, dasscurv die Bahnen der Operation
trennt, nehmen wir zwei Deligne-Hyperkohomologieklassenξ undζ mit gleicher Krüm-
mungcurv (ξ) = curv (ζ) und konstruieren ein Element[g] ∈ Hn(M,U (1)), so dass
Υ ([g] , ξ) = ζ ist.
Es werden die Klassen bezüglich einer guten ÜberdeckungU vertreten durchξ =
[(ξ0, ..., ξn)] und ζ = [(ζ0, ..., ζn)], dann werden wir einen Kozykelg ∈ Čn(U, U (1))
und eine Deligne-Kokette(η0, ..., ηn−1) konstruieren mit

(g · ξ0, ..., ξn) = (ζ0, ..., ζn) + D (η0, ..., ηn−1) . (36)

Wir beginnen eine Diagrammjagd im̌Cech-Deligne-Doppelkomplex. Aus der Gleichheit
der Krümmungen folgt d(ξn − ζn) = 0. Dann verwenden wir, dass wir eine gute Über-
deckung mit zusammenziehbaren Teilmengen gewählt haben, es gibt also ein Element
ηn−1 ∈ Č0(U,Ωn−1) mit ξn = −dηn−1 + ζn.
Es seien jetzt die letzteni Elementeηn−i, ..., ηn−1 konstruiert, so dass die hintereni Kom-
ponenten von (36) erfüllt sind, insbesondere (mit bequememηn = 0 für den Falli = 1)
also

ξn−i+1 = ζn−i+1 + (−1)i−1 dηn−i + δηn−i+1.

Jetzt verwenden wir die Kozykelbedingungen D(ξ) = 0 und D(ζ) = 0 in der(n− i+ 1)-
ten Komponente,

(−1)i dξn−i + δξn−i+1 = 0 und (−1)i dζn−i + δζn−i+1 = 0 (37)

und berechnen

0 = (−1)i dξn−i + δξn−i+1 = (−1)i d(ξn−i − ζn−i − δηn−i) .

Wieder gibt es also ein Elementηn−i−1 ∈ Či(U,Ωn−i−1) mit

(−1)i dηn−i−1 = ξn−i − ζn−i − δηn−i.

Das ist genau die(n− i)-te Komponente von (36).
Wir führen diese Konstruktion fort bis zur zweiten Komponente. Dort gewinnen wir also
die Existenz vonη′0 ∈ Čn−1(U,Ω0) mit

ξ1 − ζ1 − (−1)n dη′0 = δη1. (38)
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Um ein Elementη0 ∈ Čn−1(U, U (1)) im Čech-Deligne-Doppelkomplex zu bekommen,
setzen wirη0 = exp (iη′0). Dann definieren wirg := δη0 · ζ0 · ξ−1

0 ∈ Čn(U, U (1)),
wissen aber noch nicht, obg auch, wie verlangt, lokal konstant ist. Es gilt aber die erste
Komponente von (36), nämlich

g · ξ0 = ζ0 · δη0.

Wir berechnen unter Verwendung der Kozykelbedingungen (37) im Gradi = n und mit
(38)

dlog(g) = −dlog(ξ0) + dlog(ζ0) + δdlog(η0)

= (−1)n δ (ξ1 − ζ1 − (−1)n dη0) = (−1)n δδη1 = 0,

also istg lokal konstant. Gemäß seiner Definition ist es außerdem ein Kozykel, repräsen-
tiert also eine Kohomologieklasse[g] ∈ Hn(M,U (1)), die die geforderten Bedingungen
erfüllt.

Wir kommen jetzt zu dem Problem zurück, zu entscheiden, welche Deligne-Hyper-
kohomologieklassen im Gradn eine feste KrümmungH ∈ Ωn+1 (M) haben. Solche
Klassen bezeichnen wir mitwn (M,H). Diese Menge ist offenbar leer, wennH nicht ge-
schlossen ist, oder keine integrale Kohomologieklasse definiert. Da wir im letzten Satz
gezeigt haben, dass zwei Klassen inwn (M,H) in einer Bahn unter der OperationΥ lie-
gen, folgern wir:

KOROLLAR 3.1G. Die Mengewn (M,H) von Deligne-Hyperkohomologieklassen im
Gradn gleicher KrümmungH ist einHn(M,U (1))-Torsor.

Diese Aussage wird auch (ohne Beweis) in [GaRei] behauptet. Wir müssen hier nach
Satz 3.1F nur noch zeigen, dass die OperationΥ auch frei ist. Dazu betrachten wir die
charakteristische Klasse, für die wir direkt aus der Definition die Regel

char (Υ ([g] , ξ)) = char (ξ) + ω ([g])

feststellen; wenn also die Deligne-HyperkohomologieklassenΥ ([g] , ξ) undξ gleich sind,
dann istω ([g]) = 0, also[g] = 1.

3.1.5 Holonomie einer Deligne-Klasse.Alle nötigen Informationen zur Definition
der Holonomie einer Deligne-Klasse werden gegeben durch den folgenden

SATZ 3.1H. Es bezeichneΩn
c,Z (M) diejenigen Formen inΩn (M), die geschlossen

sind und eine integrale Kohomologieklasse definieren. Dann ist die Sequenz

0 // Ωn
c,Z(M) ι // Ωn(M) tr // Ȟn(M,Z(n)•D)

char // Hn+1(M,Z) // 0 (39)

abelscher Gruppen exakt.
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Beweis.Die Abbildungchar war unmittelbar als surjektive Projektion definiert, und
Lemma 3.1E ist äquivalent zur Exaktheit der Sequenz beiȞn(M,Z (n)•D). Also müssen
wir nur noch die Exaktheit beiΩn (M) prüfen.
Dazu sei% ∈ Ωn (M) und tr (%) = 0 als Deligne-Hyperkohomologieklasse. Das heißt
es gibt ein Element(η0, ..., ηn−1) ∈ Tot n−1Č•(U,Z (n)•D), so dass(1, 0, ..., 0, r (%)) =
D(η0, ..., ηn−1) ist. Wir wählen einen Logarithmuslog (η0) ∈ Čn(U,R), dann ist
(log (η0) , η1, ..., ηn−1) ein n-Zickzack mit Schweifδ log (η0) und Kopf %, insbeson-
dere ist % = dηn−1 geschlossen und repräsentiert die de Rham-Kohomologieklasse
dR−1 ([δ log (η0)]) = [%]. Andererseits liegt diese Klasse im Bild vonι∗ : Hn (M,Z) −→
Hn (M,R), nämlich mit Urbild

ω ([η0]) =
1

2π
[δ log (η0)] ∈ Hn (M,Z) .

Daher ist[%] eine integrale Kohomologieklasse und% ∈ Ωn
c,Z(M).

Ist umgekehrt% ∈ Ωn
c,Z (M), so ist erstens d% = 0 und zweitens gibt es ein Element

z ∈ Hn (M,Z) mit ιZ (z) = [%]. Wir setzenα0 := ω−1 (z) ∈ Čn−1(U, U (1)). Die
Surjektivität der charakteristischen Klassechar bedeutet, dass es eine Deligne-Hyperko-
homologieklasseξ ∈ Ȟn−1(M,Z (n− 1)•D) gibt mit char (ξ) = [α0]. Nach Satz 3.1C
gilt

[curv (ξ)] = ιZ (char (ξ)) = ιZ (z) = [%] ,

das heißt es gibt eine(n− 1)-Formη ∈ Ωn−1 (M) mit curv (ξ) = %+ dη. Wählen wir
einen Vertreter(α0, ..., αn−1) der Deligne-Hyperkohomologieklasseξ ist, haben wir

D (α0, ..., αn−1 − r (η)) = (1, 0, ..., 0,dαn−1 − dη) = (1, 0, ..., 0, %) ,

das heißttr (%) = 0.

Wir untersuchen die Konsequenzen dieses Satzes für den Fall, dasM orientiert
ist, sowie keinen Rand und die Dimensionn hat. Dann ist aus Dimensionsgründen
Hn+1 (M,Z) = 0 und die exakte Sequenz (39) reduziert sich auf

0 // Ωn
c,Z(M) ι // Ωn(M) tr // Ȟn(M,Z(n)•D) // 0. (40)

Es sei nunξ ∈ Ȟn(M,Z (n)•D) eine Deligne-Hyperkohomologieklasse. Datr surjektiv
ist, gibt es eine Differentialform% ∈ Ωn (M) mit tr (%) = ξ. Wir können auch zwei
möglicherweise verschiedene Wahlen%1, %2 treffen. Dann isttr (%1 − %2) = 0, also∆% =
%1 − %2 ∈ ker tr = Ωn

c,Z (M). Demnach definiert∆% eine integrale Kohomologieklasse
[∆%] ∈ Hn

dR (M).

DEFINITION 3.1I . Die Zahl

hol (ξ,M) := exp i

∫
M

% ∈ U (1)

heißt die Holonomie vonξ umM .
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Die Holonomiehol (ξ,M) ist wohldefiniert, da verschiedene Wahlen von% im Expo-
nenten zu einer Differenz i

∫
M

∆% ∈ 2πiZ führt. Hier geht ein, dassM als Mannigfaltig-
keit ohne Rand vorausgesetzt wurde. Wir können die Einschränkungen anM bezüglich
Rand, Dimension und Orientierbarkeit aber auch wieder fallen lassen, und eine allgemei-
nere Definition angeben.

DEFINITION 3.1J. Es seiΣ eine glatte, orientierte Mannigfaltigkeit der Dimensionn
ohne Rand undφ : Σ −→ M eine stetige Abbildung. Für eine Deligne-Hyperkohomolo-
gieklasseξ ∈ Ȟn(M,Z (n)•D) nennen wir

hol (ξ, φ) := hol (φ∗ξ,Σ) (41)

die Holonomie vonξ umΣ.

Wir betrachten diese Definition in zwei Spezialfällen. Zuerst kann die Deligne-Klasse
natürlich auch schon vor dem Zurückziehen trivial sein, also der Formξ = tr (%) für eine
Differentialform% ∈ Ωn (M). Dann haben wir sofort

hol (ξ, φ) = exp i
∫

Σ

φ∗%. (42)

Außerdem können wir den Fall betrachten, dassΣ Rand einer(n+ 1)-dimensionalen
orientierbaren MannigfaltigkeitB ist. Ihre Orientierung sei so gewählt, dass die auf dem
Rand∂B = Σ induzierte Orientierung äquivalent zu der vonΣ ist. Wir nehmen außerdem
an, dass sichφ zu einer Abbildung̃φ : B −→ M fortsetzen läßt, wählen ein% ∈ Ωn (Σ)
mit tr (%) = φ∗ξ und berechnencurv (tr (%)) = d%. Das ergibt

hol (ξ, φ) = exp i
∫

Σ

% = exp i
∫

B

φ̃∗ curv (ξ) . (43)

Hier sind schon Analogien zu den in der Einleitung angedeuteten Möglichkeiten zu
sehen, Kopplungsterme für Punktteilchen oder Strings an Felder aufzustellen. Bevor wir
diese Analogien jedoch eingehender diskutieren werden, wollen wir uns der Deligne-
Hyperkohomologie zunächst auf geometrischem Wege nähern.

3.2 Hermitesche Geradenbündel mit Zusammenhang.Geradenbündel sind ein
wesentlicher Bestandteil der noch zu definierenden Gerben; es ist daher nicht zu ver-
meiden, dass wir uns in diesem Abschnitt zuerst mit Geradenbündeln beschäftigen. Eine
hermitesche Metrik auf einem Geradenbündel ist eine Zusatzstruktur, die eine Klassifizie-
rung hermitescher Geradenbündel durch die KohomologiegruppeH2 (M,Z) zulässt. Ein
Zusammenhang auf einem hermiteschen Geradenbündel ist eine weitere Zusatzstruktur,
dessen Einbeziehung in die Klassifizierung zur Deligne-Hyperkohomologietheorie führt.

Dieser Abschnitt dient aber nicht nur der Vorbereitung, sondern wird auch die in der
Einleitung angedeutete Analogie zwischen hermiteschen Geradenbündeln mit Zusam-
menhang und Gerben mit Zusammenhang und Kurvung und ihre analoge Anwendung
in der Formulierung eines Kopplungstermes verdeutlichen. Wir werden schließlich sehr
bequem Holonomie von hermiteschen Geradenbündeln mit Zusammenhang definieren,
und sehen, dass sie zur Definition eines solchen Kopplungstermes geeignet ist.



48 HERMITESCHEGERADENBÜNDEL MIT ZUSAMMENHANG

3.2.1 Hermitesche Geradenbündel.Es seiM eine Mannigfaltigkeit.

DEFINITION 3.2A . Ein Geradenbündelp : L −→ M überM ist ein komplexes Vek-
torbündel vom Rang eins.

Jede FaserL|x := p−1 ({x}) über einem Punktx ∈ M ist ein komplexer, eindimen-
sionaler Vektorraum. Ein Schnitt in einem solchen Bündel auf einer offenen Untermenge
U ⊆ M ist eine glatte Abbildungs : U −→ L, so dassp ◦ s = id M ist. Jedes Vek-
torbündel hat zum Beispiel den globalen Schnitt0 : M ↪→ L, der aus jeder Faser das
Nullelement auswählt.

Eine Metrik auf einem Geradenbündel soll den Elementen vonL Längen zuordnen,
ist also eine glatte Funktionh : L −→ R≥0. Die Zuordnung soll so sein, dass nur die
Nullvektoren jeder Faser die Länge Null haben. Dazu definiert man am besten das Kom-
plementL+ := L\ im 0 und verlangth (x) > 0 für alle x ∈ L+. Für eine hermitesche
Metrik verlangen wir zusätzlich eine Skalierungsregel, und zwar sollh (λx) = |λ|2 h (x)
sein fürx ∈ L und λ ∈ C. Ein Geradenbündel mit einer hermiteschen Metrik heißt
hermitesches Geradenbündel; wir werden im folgenden die Metrik häufig nicht explizit
benennen.

Als Beispiel eines Geradenbündels können wir auf jeder Mannigfaltigkeit das Bündel
∂1 : C × M −→ M konstruieren, wobei∂1 die erste Komponente des direkten Pro-
duktes wegläßt. Dieses Bündel kann man immer mit der hermiteschen Standard-Metrik
h (z, x) := |z|2 ausstatten.

Zum Vergleich zweier Geradenbündel definieren wir einen Isomorphismus von Ge-
radenbündelnp1 : L1 −→ M und p2 : L2 −→ M als einen Diffeomorphismus
α : L1 −→ L2, der mit den Projektionen nachM verträglich ist, das heißt es gilt
p1 = p2 ◦ α. Über jedem Punktx ∈ M ist α : L1|x −→ L2|x ein Vektorraumisomor-
phismus. Gibt es aufL1 undL2 hermitesche Metrikenh1 bzw. h2, so nennen wir einen
Isomorphimusα : L1 −→ L2 einen Isomorphismus von hermiteschen Geradenbündeln,
wenn er die hermiteschen Metriken respektiert, das heißt es gilth1 = h2 ◦ α.

Ein (hermitesches) GeradenbündelL −→ M heißt trivial, wenn es isomorph zum
Bündel∂1 : C × M −→ M (mit der hermiteschen Standard-Metrik) ist. Triviale Ge-
radenbündel sind auch dadurch ausgezeichnet, dass sie globale Schnittes : M −→ L+

erlauben. Überhaupt wird es sich als sinnvoll herausstellen, wie hier für triviale Bündel,
nur Isomorphieklassen von (hermiteschen) Geradenbündeln zu betrachten.

Aus zwei gegebenen Geradenbündelnp1 : L1 −→ M und p2 : L2 −→ M können
wir das TensorproduktL1 ⊗ L2 konstruieren; es ist dasjenige Geradenbündel überM mit
Fasern

(L1 ⊗ L2)|x = L1|x ⊗ L2|x .

Hermitesche Metrikenh1 bzw.h2 auf den Bündeln ergeben eine hermitesche Metrikh1⊗
h2 auf L1 ⊗ L2. Das Tensorprodukt definiert eine Gruppenstruktur auf der Menge der
Isomorphieklassen von (hermiteschen) Geradenbündeln.
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Das Einselement ist die Isomorphieklasse der trivialen Bündel. Die zu der Isomor-
phieklasse eines GeradenbündelL −→ M inverse Isomorphieklasse ist die des dualen
BündelsL∗ −→M , dessen Fasern die Dualräume der Fasern vonL sind,

L∗|x := Hom (Lx| ,C) .

Aus einer hermiteschen Metrik aufL bekommen wir ebenfalls eine hermitesche Me-
trik auf L∗. Die kanonische Paarung ergibt dann faserweise einen IsomorphismusL|x ⊗
L∗|x −→ C, so dassL ⊗ L∗ ein triviales hermitesches Geradenbündel ist. Anhand einer
hermiteschen Metrik auf einem GeradenbündelL kann man Schnittes : U −→ L zu
Schnittens∗ : U −→ L∗ im dualen Bündel machen.

Hermitesche Geradenbündel können zurückgezogen werden. Dazu betrachten wir ei-
ne stetige Abbildungf : X −→ M und ein Geradenbündelp : L −→ M überM mit
hermitescher Metrikh. Dann ist das Faserprodukt

f−1L := X ×M L := {(x, l) ∈ X × L | f (x) = p (l)}

zusammen mit der Abbildung∂2 : f−1L −→ M , die das zweite Element wegläßt, ein
hermitesches Geradenbündel mit Metrikhf := h ◦ ∂2. Seine Fasern sind(f−1L)|n =
L|f(n). Jeden Schnitts : U −→ L können wir mitf zu einem Schnittf ∗s im Bündelf−1L
zurückziehen, ebenso überträgt sich ein Isomorphismusα : L −→ K von hermiteschen
Geradenbündeln überM zu einen Isomorphismus

f ∗α : f−1L −→ f−1K : (l, x) 7−→ (α (l) , x) (44)

von hermiteschen Geradenbündeln überX.

3.2.2 Die Chern-Klasse eines hermiteschen Geradenbündels.Wenn man von Bün-
deln spricht, redet man auch gerne von Übergangsfunktionen, mit dem Ziel, die topo-
logisch motivierte Definition eines Bündels in einen algebraischen Rahmen zu rücken.
Zur Konstruktion von Übergangsfunktionen wählen wir eine offene ÜberdeckungU =
{Ui}i∈I vonM , die Schnittesi : Ui −→ L+ erlaubt. Durch geeignete Normierung mit
der hermiteschen Metrikh aufL können diese Schnitte immer so gewählt werden, dass
h (si (x)) = 1 ist für allex ∈ Ui, solche Schnitte nennen wir Einheitsschnitte.

Auf zweifachen SchnittmengenUi ∩ Uj 6= ∅ vergleichen wir die Einheitsschnittesi

undsj. Für einen Punktx ∈ Ui ∩ Uj liegensi (x) undsj (x) in derselben FaserL|x, und
unterscheiden sich als Einheitsvektoren in einem komplexen Vektorraum um ein Element
gij (x) ∈ U (1), nämlich

si (x) = gij (x) sj (x) . (45)

Aus der Differenzierbarkeit der Schnitte folgt, dassgij : Ui ∩Uj −→ U (1) ebenfalls eine
differenzierbare Abbildung ist. Es gilt unmittelbargij = g−1

ji . Auf dreifachen Schnittmen-
genUi ∩Uj ∩Uk 6= ∅ folgt aussi = gij · sj, sj = gjk · sk undsi = gik · sk die Eigenschaft
gik = gij · gjk.
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Die so konstruierten Abbildungen heißen Übergangsfunktionen des hermiteschen Ge-
radenbündelsL −→ M und hängen von der Wahl der Überdeckung und der Wahl der
Schnitte ab. Wählen wir andere Einheitsschnittes′i : Ui −→ L+ auf derselben Über-
deckung, so können wir die Schnittesi unds′i durch eine Abbildungλi : Ui −→ U (1)
vergleichen alss′i (x) = λi (x) si (x). Dann gilt für die Übergangsfunktioneng′ij bezüglich
dieser Schnitte die Regel

gij = g′ij · λj · λ−1
i .

Diese Eigenschaften rücken die Übergangsfunktionen in den Kontext derČech-Koho-
mologietheorie. Die Übergangsfunktionengij : Ui∩Uj −→ U (1) bilden darin gerade ein
Elementg derČech-KokettengruppěC1(U, U (1)). Weiter ist(δg)ijk = gjk · g−1

ik · gij, von
der rechten Seite hatten wir oben gezeigt, dass sie verschwindet. Es gilt alsoδg = 1, das
heißtg definiert ein Element in deřCech-Kohomologiegruppe[g] ∈ Ȟ1(U, U(1)). Bei
der Wahl anderer Schnitte mit einem anderenČech-Kozykelg′ ergaben sich Abbildungen
λi : Ui −→ U (1), diese bilden ein Elementλ ∈ Č1(U, U (1)), so dass genaug = δλ gilt.
Das bedeutet nichts anderes als[g] = [g′].

Jetzt betrachten wir eine andere offene ÜberdeckungV vonM . Wir können davon
ausgehen, dassV eine Verfeinerung vonU ist, denn andernfalls gehen wir zu einer ge-
meinsamen VerfeinerungW über und argumentieren dann zweimal, nämlich fürU und
W und dann fürV und W. Es seif : J −→ I eine Verfeinerungsabbildung. Mit den
Inklusionenιj : Vj ↪→ Uf(j) ziehen wir die Schnittesi zurück zu Einheitsschnitten
tj := ι∗jsf(j) : Vj −→ ι−1

j L. Für die Übergangsfunktionenh : Vi∩Vj −→ U (1) bezüglich
dieser Schnitte giltf ∗ (g) = h, daher werden die Klassen[g] und [h] im direkten Limes
(31) miteinander identifiziert und definieren demnach dasselbe Element inȞ1(M,U(1)).
Damit haben wir gezeigt:

LEMMA 3.2B (Weil, Kostant).Die Kohomologieklasse[g] ∈ Ȟ1(M,U(1)) des aus
einem hermiteschen Geradenbündel konstruiertenČech-Kozykels ist unabhängig von der
Wahl der Überdeckung und der Schnittesi.

Wir können auch den umgekehrten Weg beschreiten und aus einem gegebenen Ko-
zykel g ∈ Č1 (U, U (1)) bezüglich einer offenen ÜberdeckungU ein hermitesches Gera-
denbündel konstruieren, so dass dessenČech-Kozykel genau die Kohomologieklasse[g]
vertritt. Dazu definieren wir den Bündelraum als den Quotienten

L :=
∐
i∈I

(Ui × C) / (i, x, z) ∼g (j, x, gij (x) z)

mit einer Projektionp (i, x, z) := x nachM , und statten ihn mit der hermiteschen Stan-
dardmetrik aus. Aus der Kozykeleigenschaft vong folgt, dass∼g eine Äquivalenzrelation
ist. Auf jeder TeilmengeUi haben wir den Schnittsi : Ui −→ L : x 7−→ (i, x, 1), deren
Übergangsfunktionen gerade diegij sind.

Es ist bequem und üblich, Vektorbündeln vom Rangk charakteristische Klassen in
H2k (M,Z) zuzuordnen. Das wollen wir auch für hermitesche Geradenbündel tun, und
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bilden dazu die Klasse[g] mit dem Gruppenisomorphismus (33)ω : Ȟk(M,U (1)) −→
Hk+1 (M,Z) ab. Dadurch erhalten wir die sogenannte Chern-Klasse ch(L) := ω ([g]) ∈
H2 (M,Z) des Geradenbündels. Die Chern-Klasse spielt eine wichtige Rolle für die Klas-
sifizierung von hermiteschen Geradenbündeln.

Natürlich würden wir gerne wissen, wie sich die durch das Tensorprodukt gegebene
Gruppenstruktur auf den Isomorphieklassen von Geradenbündeln mit der Chern-Klas-
se verträgt. Als Voraussetzung dafür stellen wir zunächst fest, dass im Fall zweier iso-
morpher GeradenbündelL1 undL2 mit einem Isomorphismusα : L1 −→ L2 und ei-
ner Wahl von Schnittensi : Ui −→ L+

1 für L1 für das andere Bündel die Schnitte
α ◦ si : Ui −→ L+

2 gewählt werden können. Daα faserweise einC-linearer Vektor-
raumisomorphismus ist, folgt aus der die Übergangsfunktionen definierenden Gleichung
(α ◦ si) (x) = gij (x) (α ◦ sj) (x) die obere Gleichung (45), wir erhalten also fürL2 die-
selben Übergangsfunktionen, und damit auch dieselbe Chern-Klasse.

Als nächstes sehen wir uns das Tensorprodukt zweier GeradenbündelL1 undL2 mit
Schnittensi : Ui −→ L1 bzw.ti : Ui −→ L2 und Übergangsfunktionengij bzw.hij an. Im
TensorproduktL1 ⊗ L2 definieren wir die Schnittesi ⊗ ti : Ui −→ L1 ⊗ L2, diese geben
die Übergangsfuntkionengijhij und entsprechend die Kohomologieklasse[gh]. Da wir
mit dem Gruppenhomomorphismusω zu einer additiven Schreibweise übergehen, haben
wir

ch(L1 ⊗ L2) = ch(L1) + ch(L2) .

Ein triviales Bündel ist per Definition isomorph zum BündelC×M −→M , und hat
deshalb dessen Chern-Klasse. Einheitsschnitte in diesem Bündel sind lokale Funktionen
si : Ui −→ U (1), die Übergangsfunktionensi = gij · sj bestimmen, für die sofort
g = δs−1 folgt, wobei wir die Schnitte als ein Elementes ∈ Č0 (U, U (1)) aufgefasst
haben. Die Chern-Klasse eines trivialen Bündels ist daher Null. Insbesondere folgt für
das triviale BündelL⊗ L∗ die Chern-Klasse des dualen Bündels

ch(L∗) = −ch(L) .

Diese Regeln fassen wir zusammen zu dem folgenden

SATZ 3.2C (Weil, Kostant).Die Gruppe der Isomorphieklassen von hermiteschen
Geradenbündeln überM ist vermittels der Chern-Klasse isomorph zur Kohomologie-
gruppeH2 (M,Z).

Beweis.Wir haben die Abbildung, die einem Geradenbündel seine Chern-Klasse zu-
ordnet, schon konstruiert, und konstruktiv gezeigt, dass sie surjektiv ist. Wir haben au-
ßerdem gesehen, dass die Chern-Klasse mit der durch das Tensorprodukt definierten
Gruppenstruktur auf den Isomorphieklassen verträglich ist. Zum Beweis der Injektivi-
tät nehmen wir an, das ein GeradenbündelL bezüglich der ÜberdeckungU und Schnit-
ten si : U −→ L+ einen Kozykelg hat mit ω ([g]) = 1, das heißtg = δλ für
ein λ ∈ Č0 (U, U (1)). Dann definieren wir neue Schnitteti := si · λ−1

i . Für sie gilt
ti = si · λ−1

i = gij · sj · λ−1
i = tj, das heißt dieti ergeben einen globalen Schnitt.
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3.2.3 Zusammenhang und Krümmung eines Geradenbündels.Zusammenhänge auf
Vektorbündeln sind eine Regel, wie Vektoren aus verschiedenen Fasern miteinander ver-
glichen werden können. Ein Zusammenhang auf dem Tangentialbündel erlaubt zum Bei-
spiel die Definition eines Paralleltransports von Vektoren entlang von Kurven inM . Wir
verwenden hier eine auf ein Geradenbündel spezifizierte

DEFINITION 3.2D. Ein Zusammenhang∇ auf einem Geradenbündelp : L −→ M
ordnet jedem Schnitts : U −→ L auf einer offenen UntermengeU ⊆ M eineL-wertige
lokale Einsform∇s ∈ Ω1 (U,L) zu, so dass die folgenden Bedingungen erfüllt sind:
(i) Die Zuordnungs 7−→ ∇s ist verträglich mit der Einschränkung auf kleinere Unter-

mengen.
(ii) Für festesU ist s 7−→ ∇s eineC-lineare Abbildung.
(iii) Für eine Funktiong ∈ C∞ (U,C) gilt die Leibnitzregel

∇ (g · s) = g · ∇s+ dg ⊗ s.

Wir können zum Beispiel auf einem trivialen BündelL −→ M den sogenannten
trivialen Zusammenhang konstruieren, indem wir einem Schnitts : U −→ C seine äußere
Ableitung∇tr (s) := ds ⊗ 1 zuordnen; mit1 bezeichnen wir den globalen, konstanten
Schnitt1 : M −→ C. Es gibt allerdings auch auf einem trivialen Bündel andere, nicht-
triviale Zusammenhänge.

Wenn man nämlich einen Zusammenhang∇ auf einem hermiteschen Geradenbündel
L überM hat, so kann man viele weitere Zusammenhänge erzeugen. Dazu nimmt man
eine beliebige Einformα ∈ Ω1 (M) und definiert den Zusammenhang∇+α auf Schnitten
s : U −→ L durch(∇+ α) (s) = ∇ (s) + α⊗ s.

Um beim Vergleich von zwei hermiteschen Geradenbündeln auch eventuell vor-
handene Zusammenhänge berücksichtigen zu können, definieren wir einen Isomorphis-
mus von hermiteschen Geradenbündeln mit Zusammenhang als einen Isomorphismus
α : L −→ K von hermiteschen Geradenbündeln, der mit den Zusammenhängen∇L

und∇L aufL bzw.K verträglich ist in der Weise, dass

(1⊗ α)∇L (s) = ∇K (α ◦ s) (46)

gilt für jeden Schnitts : U −→ L.

Sehen wir uns nun die bekannten Operationen mit hermiteschen Geradenbündeln in
Bezug auf Zusammenhänge an.
α) Auf dem TensorproduktL ⊗K zweier hermitescher Geradenbündel überM können

wir anhand von Zusammenhängen∇L auf L und∇K aufK einen Zusammenhang
∇L +∇K aufL⊗K konstruieren, und zwar durch

(∇L +∇K) (sL ⊗ sK) = sL ⊗∇K (sK) +∇L (sL)⊗ sK (47)

für beliebige SchnittesL : U −→ L bzw.sK : U −→ K. Dabei wird ausgenutzt, dass
das Tensorprodukt eines SchnittessL mit einerK-wertigen Einsform∇K (sK) eine
Einsform mit Werten inL⊗K ist, und umgekehrt.
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β) Dann hatten wir das Zurückziehen von Geradenbündeln definiert, dazu sei wiederf :
X −→ M eine stetige Abbildung und∇ ein Zusammenhang auf dem hermiteschen
GeradenbündelL −→ M . Dann wird ein Zusammenhangf ∗∇ auf f−1L bestimmt
durch(f ∗∇) (f ∗s) = f ∗ (∇s) für jeden Schnitts : U −→ L.

γ) Auf dem zu einem hermiteschen GeradenbündelL dualen GeradenbündelL∗ wird
durch einen Zusammenhang∇ aufL ein Zusammenhang∇∗ dadurch bestimmt, dass
der IsomorphismusL∗ ⊗ L −→ C von hermiteschen Geradenbündeln auch ein Iso-
morphismus von hermiteschen Geradenbündel mit Zusammenhang ist.
Wir können uns nun auch auf der Menge der hermiteschen Geradenbündel mit Zu-

sammenhang die Isomorphieklassen ansehen. Das Tensorprodukt von Geradenbündeln,
zusammen mit der inα) festgelegten Addition von Zusammenhängen definiert wieder ei-
ne Gruppenstruktur auf dieser Menge. Das neutrale Element ist die Isomorphieklasse der
trivialen hermiteschen Geradenbündel mit trivialem Zusammenhang. Die Definition des
dualen Zusammenhangs∇∗ in γ) gewährleistet gerade die Existenz von Inversen.

Bevor wir im nächsten Abschnitt die hermiteschen Geradenbündel mit Zusammen-
hang klassifizieren, kommen wir jetzt zum Begriff der Krümmung eines Zusammenhangs,
die in der physikalischen Anwendung der Feldstärke entsprechen wird. Die Krümmung
ist eine geschlossene Zweiform aufM , die wir zunächst lokal konstruieren.

Dazu nehmen wir wieder eine offene Überdeckung, die Schnittesi : Ui −→ L+

gestattet. Wir zerlegen∇si in ein Tensorprodukt aus einer EinsformAi ∈ Ω1 (Ui) und
dem Schnitt selbst,∇si = 1

i Ai ⊗ si. Die so gewonnenen Einsformen nennen wir lokale
Zusammenhangsformen. Auf dem Schnitt zweier TeilmengenUi ∩ Uj 6= ∅ haben wir
die beiden lokalen ZusammenhangsformenAi, Aj ∈ Ω1 (Ui ∩ Uj). Wir involvieren die
Übergangsfunktionengij : Ui ∩ Uj −→ U (1) mit si = gij · sj und berechnen unter
Verwendung der Regel(iii) für Zusammenhänge

∇si = ∇ (gij · sj) = gij · ∇sj + dgij ⊗ sj = iAj ⊗ si + g−1
ij dgij ⊗ si.

Zusammen mit der definierenden Gleichung∇si = 1
i Ai⊗si und der uns schon bekannten

Notation dlog(g)ij = 1
i g
−1
ij dgij ergibt sich

Aj − Ai − dlog(g)ij = 0. (48)

Da bei Anwendung der äußeren Ableitung auf diese Gleichung der Term dlog(g) ver-
schwindet, haben wirδ (dA)ij = dAj− dAi = 0, es wird also eine globale Zweiform
K (∇) ∈ Ω2 (M) definiert mitr (K (∇)) = dA. Sie heißt die Krümmung des Zusammen-
hangs∇. Ihre Definition ist unabhängig von allen Wahlen, da Gleichung (48) ja gerade
besagt, dass dAj = dAi ist für völlig beliebige UntermengenUi, Uj und Schnittesi, sj.

Einen Zusammenhang∇ mit KrümmungK (∇) = 0 nennen wir flach. Die Krüm-
mung des Zusammenhangs∇ + α für eine Einformα ∈ Ω1 (M) ist K (∇+ α) =
K (∇) +dα.

Eine Verbindung zwischen der Krümmung eines Zusammenhangs und der Chern-
Klasse des zugrundeliegenden Geradenbündels wird festgestellt in dem folgenden
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SATZ 3.2E (Weil, Kostant).In einem hermiteschen GeradenbündelL −→ M mit Zu-
sammenhang∇ definiert die KrümmungK (∇) eine integrale Kohomolgieklasse, deren
Urbild unter dem HomomorphismusιZ : H2 (M,Z) −→ H2

dR (M) gerade die Chern-
Klasse ch(L) des Geradenbündels ist. Es gelten die folgenden Rechenregeln:
(1) Isomorphe hermitesche Geradenbündel mit Zusammenhang haben dieselbe Krüm-

mung.
(2) Die Krümmung des Zusammenhangs∇1 +∇2 auf dem Tensorprodukt zweier hermi-

tescher Geradenbündel mit Zusammenhängen∇1 bzw.∇2 ist die Summe der Krüm-
mungen von∇1 und∇2.

(3) Die Krümmung des dualen Zusammenhangs∇∗ ist das negative der Krümmung von
∇.

(4) Die Krümmung eines mit einer Abbildungf : M −→ N zurückgezogenen Ge-
radenbündelsL −→ N mit Zusammenhang∇ ist die zurückgezogene Krümmung
f ∗K (∇).

Beweis.Der Satz folgt später aus Korollar 3.2H und dem Satz 3.1C.

3.2.4 Klassifikation von hermiteschen Geradenbündeln mit Zusammenhang.Nach-
dem hermitesche Geradenbündel mit Zusammenhang durch ihre Chern-Klasse eine cha-
rakteristische Klasse inH2 (M,Z) haben, der Zusammenhang eine KrümmungK (∇)
bestimmt, und diese beiden Daten über den letzten Satz zusammenhängen, haben wir
schon eine weitreichende Analogie zur Deligne-Hyperkohomologie im Grad1 festge-
stellt. Wir versuchen nun, diese Verbindung zu erhärten, und bestimmen eine Deligne-
Klasse aus einem gegebenen hermiteschen GeradenbündelL mit Zusammenhang∇.

Dazu sei wiederU = {Ui}i∈I eine offene Überdeckung vonM mit Einheitsschnitten
si : Ui −→ L+ und entsprechenden Übergangsfunktionengij : Ui ∩ Uj −→ U (1).
Die Schnitte bestimmen lokale ZusammenhangsformenAi ∈ Ω1 (Ui), und auf Schnitten
Ui ∩ Uj 6= ∅ gilt (48). Wir gehen wieder in die Terminologie derČech-Kohomologie
über, haben also einen Kozykelg ∈ Č1 (U, U (1)) und eine KoketteA ∈ Č0(U,Ω1). In
diesen Ausdrücken lautet (48)δA− dlog(g) = 0. Das ist genau die Kozykelbedingung
D(g, A) = 0 an das Element(g, A) ∈ Tot 1Č• (U,Z (1)•D), es repräsentiert damit eine
Klasse

del(L,∇) := [(g, A)] ∈ Ȟ1 (M,Z (1)•D) .

LEMMA 3.2F. Die aus dem hermiteschen GeradenbündelL mit Zusammenhang∇
konstruierte Deligne-Hyperkohomologieklasse del(L,∇) ∈ Ȟ1 (M,Z (1)•D) ist unabhän-
gig von der Wahl der offenen Überdeckung und der Schnittesi.

Beweis.Bezüglich der Unabhängigkeit von der Wahl der Überdeckung argumentieren
wir genauso wie zum Beweis von Lemma 3.2B. Bei der Wahl anderer Schnittes′i : Ui −→
L+ hatten wir dort Funktionenλi : Ui −→ U (1) gefunden mits′i = λi · si und g =
g′ · λj · λ−1

i . Dann wissen wir bereitsAi − A′
i = dlogλi, es gilt also

(g, A) = D (λ) + (g′, A′) ,

das heißt,(g, A) und(g′, A′) definieren dieselbe Deligne-Hyperkohomologieklasse.
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Wir wollen auch umgekehrt wieder ein hermitesches Geradenbündel mit Zusam-
menhang aus einem Deligne-Kozykel(g, A) ∈ Tot 1Č• (U,Z (1)•D) konstruieren. Das
hermitesche Geradenbündel mit mit Schnittensi : Ui −→ L+ und Übergangsfunk-
tionen gij kennen wir bereits. Darauf definieren wir lokale Zusammenhänge∇i durch
∇isi := 1

i Ai ⊗ si. Auf ÜberschneidungenUi ∩ Uj mit si = gij · sj haben wir

∇j (si) = ∇j (gij · sj) = gij ·
1

i
Aj ⊗ sj + dgij ⊗ sj

=
1

i

(
Aj − dlog(g)ij

)
⊗ si =

1

i
Ai ⊗ si = ∇i (si) ,

die∇i kleben also zu einem globalen Zusammenhang∇ zusammen. Rekonstruieren wir
aus diesem Zusammenhang wieder lokale Zusammenhangsformen, so ergeben sich aus
der letzten Gleichheit sofort dieAi zurück.

Zur Klassifikation von hermiteschen Geradenbündeln mit Zusammenhang müssen wir
nun noch den Bezug zwischen den Deligne-Hyperkohomologiegruppen und den Isomor-
phieklassen von hermiteschen Geradenbündeln mit Zusammenhang herstellen. Als Vor-
aussetzung dafür betrachten wir wieder zwei als hermitesche Geradenbündel mit Zusam-
menhang isomorphe Bündelα : L1 −→ L2 mit Zusammenhängen∇1 und∇2. Aus den
Schnittensi : Ui −→ L1 mit Übergangsfunktionengij konstruieren wir wieder neue
Schnitteα ◦ si : Ui −→ L2 mit denselben Übergangsfunktionen. Es seienAi lokale
Zusammenhangsformen von∇1 bezüglich der Schnittesi. Die lokalen Zusammenhangs-
formen im BündelL2 werden konstruiert durch

∇2 (α ◦ si) = (1⊗ α)∇1 (si) = (1⊗ α)

(
1

i
Ai ⊗ si

)
=

1

i
Ai ⊗ (α ◦ si)

Der Zusammenhang∇2 hat also bezüglich der Schnitteα ◦ si dieselben lokalen Zusam-
menhangsformen. Isomorphe hermitesche Geradenbündel mit Zusammenhang definieren
damit denselben Kozykel in der Deligne-Hyperkohomologie.

Dann müssen wir das triviale Bündel mit dem trivialen Zusammenhang untersu-
chen. Dazu hatten wir bereits lokale Schnittesi : Ui −→ U (1) gewählt, die den
Kozykel g = δs−1 bilden. Wir berechnen∇si = dsi ⊗ 1 = s−1

i dsi ⊗ si, daher ist
Ai := −1

i s
−1
i dsi = − dlog(s)i. Damit ist die Deligne-Klasse des trivialen Bündels

[(δs−1,−dlog(s))] = [−D (s)] = 0.
Auf dem TensorproduktL1⊗L2 zweier hermitescher Geradenbündel mit Zusammen-

hängen∇1 bzw.∇2 hatten wir den Zusammenhang∇1 + ∇2 definiert. Es seien wieder
si : Ui −→ L+

1 und s′i : Ui −→ L+
2 Einheitsschnitte mit lokalen Zusammenhangsformen

Ai undA′
i, die Schnittesi ⊗ s′i im BündelL1 ⊗ L2 definieren. Wir haben sofort

(∇1 +∇2) (si ⊗ s′i) = si ⊗∇2s
′
i +∇1si ⊗ s′i =

1

i
(Ai + Aj) · si ⊗ s′i

Damit ist die Deligne-Klasse des Tensorproduktes die Summe der Deligne-Klassen der
Faktoren.

Jetzt können wir schon den entscheidenden Satz formulieren:
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SATZ 3.2G (Deligne).Die Gruppe der Isomorphieklassen von hermiteschen Gera-
denbündeln mit Zusammenhang ist vermittels der Deligne-Klasse isomorph zur Deligne-
HyperkohomologiegruppěH1 (M,Z (1)•D).

Beweis.Wir haben die Zuordnung del(L,∇) konstruiert und gezeigt, dass sie ein
Gruppenhomomorphismus ist. Seine Surjektivität haben wir durch die Konstruktion eines
hermitschen Geradenbündels mit Zusammenhang zu einer gegebenen Deligne-Klasse ge-
zeigt. Wir müssen noch zeigen, dass sie injektiv ist, und nehmen ein BündelLmit Zusam-
menhang∇ an, so dass del(L,∇) = [(g, A)] = 0 ist. Es gibt also einλ ∈ Č0 (U, U (1))
mit D(λ) = (δλ, dlog(λ)) = (g, A). Wir wissen bereits, dassL ein triviales Bündel ist
und können daher einen Isomorphismusα : C −→ L von hermiteschen Geradenbündeln
überM wählen. Um zu zeigen, dassα auch ein Isomorphismus von hermiteschen Ge-
radenbündeln mit Zusammenhang ist, müssen wir die Bedingung (46) überprüfen. Dazu
wählen wir die Einheitschnitteλi : Ui −→ U (1) im trivialen Bündel und bekommen
Schnitteα ◦ λi : Ui −→ L+ in unserem BündelL. Wir berechnen

∇ (α ◦ λi) = λ−1
i dλi ⊗ (α ◦ λi) = dλi ⊗ (α ◦ 1)

= (1⊗ α) (dλi ⊗ 1) = (1⊗ α)∇trλi,

also istα verträglich mit den Zusammenhängen∇ aufL und∇tr aufC.

KOROLLAR 3.2H. Aus den Definitionen folgen unmittelbar die beiden Verbindungen
von geometrischen und kohomologischen Daten

ch (L) = char (del (L,∇)) und K (∇) = curv (del (L,∇)) .

3.2.5 Holonomie von Geradenbündeln.Da jedes hermitesche GeradenbündelL über
M mit Zusammenhang∇ eine Deligne-Klasse definiert, und jede Deligne-Klasse einen
wohldefinierten Begriff von Holonomie mit sich trägt, folgt, dass wir für ein solches Bün-
del die Holonomie

hol (L,∇, φ) := hol (del(L,∇) , φ)

um geschlossene Kurvenφ : S1 −→ M definiert haben. In dieser Definition ist unmit-
telbar klar, dass die Holonomie eines hermiteschen Geradenbündels mit Zusammenhang
nur von der durchL und∇ bestimmten Isomorphieklasse abhängt.

Eine U (1)-Eichtheorie wird durch ein hermitesches GeradenbündelL mit Zusam-
menhang∇ definiert, und die Amplitude im Pfadintegral eines Teilchens auf einer ge-
schlossenen Trajektorieφ : S1 −→M setzen wir wie angekündigt auf

exp (i S [φ]) := hol (L,∇, φ) . (49)

Sofort können wir unsere beiden Spezialfälle nachprüfen, nämlich zuerst den Fall, das ein
globales EichpotentialA existiert mitF = dA. Dann liegt der am Ende von Abschnitt
3.1.5 behandelte Fall (42) einer trivialen Deligne-Klasse del(L,∇) vor und wir haben

hol (L,∇, φ) = exp

(
ie
∫

S1

φ∗A

)
, (50)
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also genau den Term, mit dem wir für diesen trivialen Fall bei (2) angefangen haben.
Gehen wir zu einer KreisscheibeD über und wählen eine Fortsetzungφ̃ : D −→ M der
Teilchentrajektorie, so haben wir hier gemäß (43), und wie in (3) angekündigt,

hol (L,∇, φ) = exp

(
ie
∫

D

φ̃∗F

)
.

Jetzt wollen wir uns noch ansehen, was der Holonomieterm (49) lokal bedeu-
tet. Dazu bietet sich eine Rechnung im̌Cech-Deligne-Doppelkomplex an, der ja ge-
rade bezüglich einer ÜberdeckungU = {Ui}i∈I definiert war. Diese wählen wir so
fein, dass Schnitte in das Geradenbündel existieren, und wir einen Deligne-Kozykel
(g, eA) ∈ Tot 1Č•(U,Z (1)•D) betrachten können, der die Deligne-Hyperkohomologie-
klasse del(L,∇) repräsentiert.

Dann teilen wir die Teilchentrajektorieφ : S1 −→M in so kleine Stücke{sα}α∈A auf,
dass jedes Stückφ (sα) vollständig in einer der TeilmengenUi enthalten ist, und wählen
für jedesα ∈ A einen Indexi (α) mit φ (sα) ⊆ Ui(α). Für die Punktep ∈ S1, an denen
zwei Stücke aufeinanderstoßen, wählen wir ebenfalls einen Indexi (p) mit φ (p) ∈ Ui(p).

Dann lautet die Holonomieformel (41)

hol (L,∇, φ) = exp i
∑
α∈A

∫
sα

%,

wobei die Zweiform% ∈ Ω2 (Σ) so gewählt ist, dass die Klassentr (%) undφ∗ [(g, eA)]
gleich sind. Das bedeutet, dass es ein Elementf ∈ Tot 1Č•(U,Z (1)•D) gibt, so dass

φ∗ (g, eA) + D (f) = (1, r (%)) (51)

ist. Wir entnehmen in der zweiten Komponente

%|sα
= r (%)i(α) = e · φ∗Ai(α) + dlog(f)i(α) .

Unter Verwendung des Stokes’schen Satzes ist dann

exp i
∫

sα

dlog(f)i(α) =
∏

p∈∂sα

f
ε(α,p)
i(α) ,

wobeiε (α, p) ∈ {±1} positiv ist, wennp Endpunkt vonsα bezüglich der Durchlaufrich-
tung ist und negativ, wennp Anfangspunkt ist.

Damit haben wir den Holonomieterm umgeformt zu

exp i
∑
α∈A

∫
sα

% =
∏
a∈A

exp

(
ie
∫

sα

φ∗Ai(α)

)
·
∏

p∈∂sα

f
ε(α,p)
i(α) .
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Zuletzt verwenden wir noch die erste Komponente von (51), aus dieser entnehmen wir
nämlichfi = φ∗g−1

ij · fj. Das ergibt das Produkt∏
a∈A

∏
p∈∂sα

f
ε(α,p)
i(α) =

∏
a∈A

∏
p∈∂sα

φ∗g
−ε(α,p)
i(α),i(p) · f

ε(α,p)
i(p) .

In diesem Produkt tritt für jedesα ∈ A jeder Punktp ∈ ∂sα genau zweimal auf, nämlich
einmal als Endpunkt eines Stückessα, und einmal als Anfangspunkt des anschließenden
Stückessβ. Die Termef ε(α,p)

i(p) multiplizieren sich also für jedesα zu1, nachdemε (α, p) =

−ε (β, p) ist. Es verbleibt die folgende Formel,

hol (L,∇, φ) =
∏
a∈A

exp

(
ie
∫

sα

φ∗Ai(α)

)
·
∏

p∈∂sα

φ∗g
−ε(α,p)
i(α),i(p), (52)

die nur noch von den gegebenen Übergangsfunktionengij und den lokalen Zusammen-
hangsformenAi(α) abhängt.

Wenn also kein global definiertes EichpotentialA existiert, so dass wir den Term (50)
nicht verwenden können, erzeugt die Holonomie des GeradenbündelsL mit Zusammen-
hang∇ in (52) lokale EichpotentialeAi, und liefert zusätzlich die Datengij für Eichtrans-
formationenΛij := log (gij) zwischen den lokalen EichpotentialenAi undAj auf einem
Überlapp ihrer Definitionsbereiche, nämlich (48)Ai 7−→ Aj := Ai+ dΛij.

An dem Ausdruck (52) sieht man außerdem durch Vergleich mit zum Beispiel Lemma
6.1.2 in [Bry], dass die hier über die Deligne-Hyperkohomologie definierte Holonomie
von Geradenbündeln mit der normalerweise über einen Paralleltransport entlang der Kur-
veφ definierten Holonomie übereinstimmt. Wir haben in dieser Arbeit den Zugang über
die Deligne-Hyperkohomologie gewählt, da so die Analogie zu den noch zu behandeln-
den Gerben besser sichtbar ist.

3.3 Gerben mit Zusammenhang und Kurvung.Wir haben bisher eine Kohomo-
logietheorie, die Deligne-HyperkohomologietheorieȞn (M,Z (n)•D), kennengelernt, und
geometrische Objekte, nämlich hermitesche Geradenbündel mit Zusammenhang, deren
Isomorphieklassen durch die Kohomologiegruppen im Grad1 klassifiziert werden. Eine
Deligne-Klasse vom Gradk konnte eine Holonomie um einek-dimensionale Mannigfal-
tigkeit messen, und im Grad1 eignete sich diese gut dazu, die Amplitude der Kopplung
eines punktförmigen Teilchen mit eindimensionaler Weltlinie an einU (1)-Eichfeld an-
zugeben.

Wir gehen nun zu eindimensionalen Strings mit zweidimensionaler Weltfläche über,
und vermuten, dass sich die Amplitude der Kopplung eines solchen Strings an ein Hin-
tergrundfeld durch die Holonomie einer Deligne-Klasse im Grad2 beschreiben läßt. Des-
halb fragten wir in der Einleitung nach geometrischen Objekten, die in irgendeiner Weise
durchȞ2 (M,Z (2)•D) klassifiziert werden. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass
es sich hierbei um Gerben mit Zusammenhang und Kurvung handelt.
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Von rein mathematischem Interesse ist die Frage nach geometrischen Objekten, die
durch die Deligne-Kohomologietheorie in beliebigen Gradenk klassifiziert werden. All-
gemein nennen wir solche Objektek-Gerben, so sind also hermitesche Geradenbündel
mit Zusammenhang Eins-Gerben, und die Gerben in unserem Sinne mit Zusammen-
hang und Kurvung sind Zwei-Gerben. Null-Gerben wären Objekte, die durch Deligne-
Hyperkohomologie im Grad Null klassifiziert werden; es ist aber leicht einzusehen, dass
Ȟ0 (M,Z (0)•D) = Ȟ0 (M,U (1)) ist, solche Objekte sind also nicht anderes alsU (1)-
wertige Funktionen aufM .

3.3.1 Gerben.Die Entstehungsgeschichte von Gerben beginnt Anfang der 70er Jahre
dieses Jahrhunderts, als J. Giraud nicht-abelsche Kohomologie untersuchte [Gi]. In Bry-
linskis Arbeiten Anfang der 90er Jahre und in seinem Buch [Bry] wurde die Idee von
Gerben wieder aufgenommen. Demnach sind Gerben Faserbündel, deren Fasern Grup-
poide, also eine bestimmte Art von Kategorien sind. 1994 hat Michael K. Murray Bün-
delgerben eingeführt [Mu], und gezeigt, dass man aus jeder Bündelgerbe eine Gerbe im
Sinne Girauds und Brylinskis konstruieren kann. Bündelgerben sind also etwas speziel-
lere Gerben, die aber den Vorteil besserer Zugänglichkeit haben. Für unsere Zwecke sind
Bündelgerben völlig ausreichend.

Wir werden uns außerdem auf die Arbeiten von K. Gawȩdzki und N. Reis [GaRei] und
von E. Meinrenken [Mei] beziehen, in denen ebenfalls Bündelgerben verwendet werden.
Dabei findet man durchaus unterschiedliche Definitionen, von Bündelgerben selbst wie
auch von Begriffen wie Isomorphie und stabiler Isomorphie von Gerben.

Die in dieser Arbeit angegebenen Definitionen orientieren sich nicht ausschließlich
an einer dieser Arbeiten, wir versuchen vielmehr, die für uns sinnvollsten Definitionen zu
treffen.

Wir beginnen wieder mit einer MannigfaltigkeitM . Nachdem im Zusammenhang mit
zurückgezogenen Bündeln schon mehrmals der Begriff des Faserproduktes augetreten ist,
geben wir hier nochmal die allgemeine Definition an. Das Faserprodukt zweier Mengen
Y und Ỹ mit Abbildungenπ : Y −→ M und π̃ : Ỹ −→ M ist die UntermengeY ×M Ỹ
vonY × Ỹ , die aus Paaren von Punkten mit gleichem Basispunkt besteht, also

Y ×M Ỹ :=
{

(y, ỹ) ∈ Y × Ỹ | π (y) = π̃ (ỹ)
}

.

Mehrfache Faserprodukte vonY mit sich selbst bezeichnen wir mitY [k]
M .

Außerdem hatten wir schon die Abbildung∂i eingeführt, die aus einem Tupel von
Elementen dasi-te wegläßt, wie zum Beispiel∂i : Y

[3]
M −→ Y

[2]
M für i = 1, 2, 3 im Punkt

3) der anschließenden

DEFINITION 3.3A . Eine hermitesche BündelgerbeG über M ist ein TupelG =
(Y, L, µ), bestehend aus

1) einem differenzierbaren Bündelπ : Y −→M , welches lokale Schnitte erlaubt,

2) einem hermiteschen Geradenbündelp : L −→ Y
[2]
M , und
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3) einem assoziativen Isomorphismus

µ : ∂−1
3 L⊗ ∂−1

1 L −→ ∂−1
2 L

von hermiteschen Geradenbündeln überY
[3]
M .

Von jetzt an werden wir uns aus Bequemlichkeit mit dem Wort Gerbe auf diese Definition
beziehen. Weiter nennen wirY den Bündelraum undµ die Gruppoidstruktur aufL.

In Murrays ursprünglicher Definition wird die Gruppoidstrukturµ lokal angegeben.
Dazu nimmt man einen Punkt(x, y, z) ∈ Y

[3]
M , und wertetµ faserweise aus. Dann ergibt

sich ein Isomorphismus

µ|(x,y,z) : L|(x,y) ⊗ L|(y,z) −→ L|(x,z)

von Vektorräumen. Diese Definition benötigt allerdings die Forderung einer Art Diffe-
renzierbarkeit bezüglich(x, y, z), die bei unserer, globalen Definition automatisch erfüllt
ist.

Wir veranschaulichen Gerben in einem Diagramm der Art

L

p
��

Y

π

��

Y
[2]
M∂2

oo
∂1oo

M.

Um zu zeigen, dass es Gerben gibt, kann man sich zum Beispiel ein differenzierbares
Faserbündelπ : Y −→ M vorgeben, und dann aus jedem hermiteschen Geradenbündel
K −→ Y eine Gerbet

(
K
Y

)
konstruieren. Dazu bilden wir mit den Abbildungen∂1, ∂2 :

Y
[2]
M −→ Y das Geradenbündel

t (K) := ∂−1
2 K ⊗ ∂−1

1 K∗

überY [2]
M . Im Diagramm haben wir

K,K∗

��

t(K)

��

Y

π

��

Y
[2]
M∂2

oo
∂1oo

M.
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Dann müssen wir eine Gruppoidstrukturµ konstruieren, also einen Isomorphismus von
Geradenbündeln

µ : ∂−1
3 t (K)⊗ ∂−1

1 t (K) −→ ∂−1
2 t (K) .

Der Definitionsbereich vereinfacht sich mit den für AbbildungenY
[3]
M −→ Y gültigen

Identitäten∂i ◦ ∂3 = ∂2 ◦ ∂i und∂1 ◦ ∂1 = ∂1 ◦ ∂2 zu

∂−1
2 ∂−1

2 K ⊗ ∂−1
1 ∂−1

2 (K∗ ⊗K)⊗ ∂−1
2 ∂−1

1 K∗.

Wir setzen
µ := 1⊗ kan⊗ 1,

wobei kan: K∗ ⊗K −→ C die kanonische Paarung von dualen Vektorräumen ist. Dann
ist

µ
(
∂−1

3 t (K)⊗ ∂−1
1 t (K)

)
= ∂−1

2

(
∂−1

2 K ⊗ ∂−1
1 K∗) = ∂−1

2 t (K) ,

so dass wir eine Gerbet
(

K
Y

)
:= (Y, t (K) , µ) überM definiert haben.

In diesem Abschnitt werden wir einige grundlegende Operationen mit Gerben einfüh-
ren, und beginnen mit dem Zurückziehen von Gerben. Dabei unterscheiden wir zwischen
dem Zurückziehen mit einer Abbildungf : X −→ M in den Basisraum, was eine Gerbe
überM zu einer Gerbe überX zurückziehen würde, und einem Zurückziehen, das nicht
am BasisraumM , sondern am BündelraumY von G ansetzt. Wir beginnen mit dieser
zweiten Möglichkeit, die wir inneres Zurückziehen nennen. Es sei alsoG = (Y, L, µ) eine
Gerbe überM mit Bündelraumπ : Y −→M . Dazu nehmen wir ein weiteres differenzier-
bares Faserbündelπ̃ : Z −→ M und eine stetige, fasertreuen Abbildungϕ : Z −→ Y ,
sie erfüllt alsoπ ◦ ϕ = π̃. Durch ϕ erhalten wir komponentenweise eine Abbildung
ϕ2 : Z

[2]
M −→ Y

[2]
M , mit der wirL zu einem hermiteschen GeradenbündelLϕ := (ϕ2)

−1
L

überZ [2]
M zurückziehen.

Lϕ

��

L

��

Z
[2]
M

////

ϕ2

&&
Z

��

ϕ // Y

��

Y
[2]
M

oooo

M M

Zur Definition einer Gruppoidstruktur aufLϕ verwenden wir die Identität von Abbildun-
gen

∂i ◦ ϕ3 = ϕ2 ◦ ∂i : Z
[3]
M −→ Y

[2]
M , (53)

und, dass die mitϕ3 als Isomorphismus von hermiteschen Geradenbündeln zurückgezo-
gene Gruppoidstruktur

µϕ :=
(
ϕ3
)∗
µ :
(
ϕ3
)−1

∂−1
3 L⊗

(
ϕ3
)−1

∂−1
1 L −→

(
ϕ3
)−1

∂−1
2 L
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dadurch zu einer Gruppoidstruktur

µϕ : ∂−1
3 Lϕ ⊗ ∂−1

1 Lϕ −→ ∂−1
2 Lϕ

auf Lf wird. Damit ist iϕ (G) := (Z,Lϕ, µϕ) die durch inneres Zurückziehen mitϕ er-
zeugte Gerbe überM .

Natürlich wollen wir Gerben auch auf andere Basisräume zurückziehen. Dazu seiX
eine Mannigfaltigkeit undf : X −→M eine stetige Abbildung. Zunächst ziehen wir das
Faserbündelπ : Y −→ M zurück, und erhalten das Faserbündelf−1Y = X ×M Y . Auf
ihm haben wir die Abbildungenϕ := ∂1 : f−1Y −→ Y und π̃ = f ◦ ∂2 : f−1Y −→ M .
Dabei istϕ als Abbildung des Faserbündelsπ̃ : f−1Y −→M nachY fasertreu, nachdem
f−1Y gerade so definiert ist. Damit können wir das innere Zurückziehen von Gerben
verwenden, und erhalten die Gerbef ∗G := (f−1Y, Lϕ, µϕ) überX.

Mit dem folgenden, rein technischen Lemma machen wir uns die Gruppoidstruktur
auf dem Geradenbündel einer Gerbe nutzbar.

LEMMA 3.3B. Es seiL −→ Y
[2]
M ein hermitesches Geradenbündel über dem zweifa-

chen Faserprodukt vonY mit sich selbst undµ eine Gruppoidstruktur aufL. Die Abbil-
dung

κk : Y
[k]
M −→ Y

[k]
M : (y1, ..., yk) 7−→ (yk, ..., y1)

kehre die Reihenfolge der Einträge in einemk-Tupel um. Dann bestimmt die Gruppoid-
strukturµ einen Isomorphismus von hermiteschen Geradenbündelnα : κ−1

2 L −→ L∗.

Beweis.Wir definieren die Hilfsabbildungen

h1 : Y
[2]
M −→ Y

[3]
M : (x, y) 7−→ (x, y, y)

h2 : Y
[2]
M −→ Y

[3]
M : (x, y) 7−→ (y, x, y)

und ziehen mit ihnen die Gruppoidstruktur als Isomorphismus von Geradenbündeln zu-
rück. Dann erhält man zum einen mithilfe der Identität∂3 ◦ h1 = ∂2 ◦ h1 = 1 den
Isomorphismush∗1µ : L ⊗ h−1

1 ∂−1
1 L −→ L, diesem wiederum entnehmen wir den Iso-

morphismus
t : h−1

1 ∂−1
1 L −→ C.

Im Bild von ∂1◦h1 liegen die Elemente der Form(x, x) ∈ Y [2]
M , damit bestimmt die Grup-

poidstruktur kanonische Vektorraumisomorphismen der FasernL|(x,x) = C. Zum zweiten
erhält man über die mith2 zurückgezogene Gruppoidstrukturh∗2µ mit ∂2 ◦ h2 = ∂1 ◦ h1,
sowie den Feststellungen∂3 ◦ h2 = κ2 und∂1 ◦ h2 = 1 einen zweiten Isomorphismus

β = t ◦ h∗2µ : κ−1
2 L⊗ L −→ C.

Dieser bestimmt den Isomorphismus der Bündelκ−1
2 L undL∗.



GERBEN 63

Die Eigenschaften der Abbildungκk können wir zur Definition einer dualen Gerbe
verwenden. Zu einer gegebenen GerbeG = (Y, L, µ) nehmen wir dazu denselben Bündel-
raumY , und das duale hermitesche GeradenbündelL∗ −→ Y

[2]
M . Die Gruppoidstrukturµ

ziehen wir als Isomorphismus von hermiteschen Geradenbündeln überY
[3]
M mit κ3 zurück,

und erhalten einen Isomorphismus

κ∗3µ : κ−1
3 ∂−1

3 L⊗ κ−1
3 ∂−1

1 L −→ κ−1
3 ∂−1

2 L.

Man sieht leicht die Vertauschungsregeln

∂3 ◦ κ3 = κ2 ◦ ∂1, ∂1 ◦ κ3 = κ2 ◦ ∂3 und ∂2 ◦ κ3 = κ2 ◦ ∂2

ein, mit denen wir über die Verkettung mit der (für endlich dimensionale Vektorräume
kanonischen) Austauschabbildungex : A ⊗ B −→ B ⊗ A für Tensorprodukte die ge-
wünschte Gruppoidstruktur

µ∗ := κ∗3µ ◦ ex : ∂−1
3 L∗ ⊗ ∂−1

1 L∗ −→ ∂−1
2 L∗

auf der dualen GerbeG∗ = (Y, L∗, µ∗) erhalten.

Zum Vergleich mehrerer Gerben benötigen wir wieder den Begriff der Isomorphie.
Und zwar nennen wir zwei GerbenG = (Y, L, µ) undH = (Z,K, ν) isomorph, wenn
die Bündelräume übereinstimmen und wenn es einen Isomorphismusα : L −→ K von
hermiteschen Geradenbündeln überY

[2]
M = Z

[2]
M gibt, der mit den Gruppoidstrukturenµ

undν verträglich ist in dem Sinne, dass

ν ◦ (∂∗3α⊗ ∂∗1α) = ∂∗2α ◦ µ (54)

als Isomorphismen∂−1
3 L ⊗ ∂−1

1 L −→ ∂−1
2 K von hermiteschen Geradenbündeln gleich

sind.
Analog zu trivialen Geradenbündeln nennen wir eine GerbeG = (Y, L, µ) trivial,

wenn es ein hermitesches GeradenbündelK −→ Y gibt, so dass die GerbenG undt
(

K
Y

)
isomorph sind. In diesem Fall nennen wir das GeradenbündelK −→ M eine Triviali-
sierung der GerbeG. Trivialisierungen von Gerben sind nicht eindeutig durch die Gerbe
bestimmt, wie das folgende Lemma zeigt.

LEMMA 3.3C. Die hermiteschen GeradenbündelJ −→M überM operieren transi-
tiv auf den möglichen Trivialisierungen einer festen GerbeG.

Beweis.Wir definieren zunächst die Operation∗ der hermiteschen Geradenbündel
überM auf den Trivialisierungen. Dazu seiJ ein solches Bündel undK eine Triviali-
sierung vonG = (Y, L, µ). Wir setzenJ ∗ K := K ⊗ π−1J , wobeiπ : Y −→ M die
Projektion des Bündelraumes vonG ist. Das ergibt ein hermitesches Geradenbündel über
Y . Nach Definition ist

t (J ∗K) = ∂−1
2 K ⊗ (π ◦ ∂2)

−1 J ⊗ ∂−1
1 K∗ ⊗ (π ◦ ∂1)

−1 J∗,



64 GERBEN MIT ZUSAMMENHANG UND KURVUNG

da aberπ ◦ ∂2 = π ◦ ∂1 ist, wird über die kanonische Paarung kan ein Isomorphismus von
hermiteschen Geradenbündelnt (J ∗K) −→ t (K) bestimmt, der automatisch mit den
Gruppoidstrukturen der trivialen Gerben verträglich ist. Damit sind die Gerbent

(
K
Y

)
und

t
(

J∗K
Y

)
isomorph, undJ∗K −→ Y ist eine Trivialisierung vonG. Es seien nunK1 undK2

zwei Trivialisierungen vonG. Das bedeutet, dass die hermiteschen Geradenbündelt (K1)

und t (K2) überY [2]
M jeweils isomorph zuL sind, also auch isomorph untereinander. Es

gibt also einen Isomorphimus von hermiteschen Geradenbündeln

α : ∂−1
2 K1 ⊗ ∂−1

1 K∗
1 −→ ∂−1

2 K2 ⊗ ∂−1
1 K∗

2 ,

aus dem wir durch Umsortieren einen Isomorphismus

α̃ : ∂−1
2 (K∗

2 ⊗K1) −→ ∂−1
1 (K∗

2 ⊗K1)

entnehmen. Das heißt, dass die Fasern des BündelsK∗
2 ⊗ K1 über Punkteny, y′ mit

(y, y′) ∈ Y
[2]
M vermittelsã isomorph sind. Wir können daher ein hermitesches Geraden-

bündelJ −→M konstruieren mit Fasern

J |x :=
∐

y∈π−1(x)

(K∗
2 ⊗K1)|y / α̃.

Dann istπ−1J = K∗
2 ⊗ K1, und die Operation vonJ auf die TrivialisierungK2 ergibt

J ∗K2 = K2 ⊗K∗
2 ⊗K1 = K1.

Weiter würden wir gerne aus zwei gegebenen GerbenG = (Y, L, µ) und H =
(Z,K, ν) eine neue GerbeG ⊗H konstruieren. Für dieses Tensorprodukt verwenden wir
als Bündelraum das FaserproduktY ×M Z mit den beiden Projektionen∂2 : Y ×M Z −→
Y und ∂1 : Y ×M Z −→ Z. Wir müssen jetzt ein hermitesches Geradenbündel über
(Y ×M Z)

[2]
M konstruieren. Durch komponentenweises Anwenden von∂2 und∂1 bekom-

men wir Abbildungen

∂2
1 : (Y ×M Z)

[2]
M −→ Z

[2]
M

∂2
2 : (Y ×M Z)

[2]
M −→ Y

[2]
M

und konstruieren damit das hermitesche Geradenbündel

L⊗M K :=
(
∂2

2

)−1
L⊗

(
∂2

1

)−1
K −→ (Y ×M Z)

[2]
M .

Im Diagramm haben wir außen die beiden Gerben, und in der Mitte das Tensorprodukt:

L

��

(∂2
2)
−1L⊗ (∂2

1)
−1K

��

oo // K

��

Y
[2]
M

~~}}
}}

}}
}}

~~}}
}}

}}
}}

(Y ×M Z)
[2]
M

∂2
2oo

∂2
1 //

����

Z
[2]
M

  A
AA

AA
AA

A

  A
AA

AA
AA

A

Y

��

Y ×M Z

��

∂2oo ∂1 // Z

��
M M M
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Die Gruppoidstruktur definieren wir als den Bündelisomorphismus

µ⊗M ν =
((
∂3

2

)∗
µ⊗

(
∂3

1

)∗
ν
)
◦ (1⊗ ex⊗ 1) .

Diese Abbildung ist wohldefiniert und erfüllt die gewünschten Eigenschaften, da mit (53)
für ϕ = ∂j der Definitionsbereich das vierfache Tensorprodukt

∂−1
3 (L⊗M K)⊗ ∂−1

1 (L⊗M K)

=
(
∂3

2

)−1
∂−1

3 L⊗
(
∂3

1

)−1
∂−1

3 K ⊗
(
∂3

2

)−1
∂−1

1 L⊗
(
∂3

1

)−1
∂−1

1 K

ist, indem1⊗ κ2 ⊗ 1 die beiden mittleren Faktoren vertauscht. Dann bleibt(
∂3

2

)−1 (
∂−1

3 L⊗ ∂−1
1 L

)
⊗
(
∂3

1

)−1 (
∂−1

3 K ⊗ ∂−1
1 K

)
,

worauf wir links mit (∂3
2)
∗
µ und rechts mit mit(∂3

1)
∗
ν wirken. Unter nochmaliger Ver-

wendung von (53) ergibt sich dann(
∂3

2

)−1 (
∂−1

2 L
)
⊗
(
∂3

1

)−1 (
∂−1

2 K
)

= ∂−1
2 (L⊗M K) ,

das heißt, wir haben eine Gruppoidstruktur

µ⊗M ν : ∂−1
3 (L⊗M K)⊗ ∂−1

1 (L⊗M K) −→ ∂−1
2 (L⊗M K)

definiert. Damit haben wir das Tensorprodukt

G ⊗H = (Y ×M Z,L⊗M K,µ⊗M ν)

konstruiert.

An dieser Stelle können wir schon einsehen, dass der Begriff von Isomorphie von
Gerben nicht dieselbe Bedeutung hat wie bei Geradenbündeln. Das Tensorprodukt einer
GerbeG mit einer trivialen Gerbet

(
K
Y

)
ergibt nämlich eine GerbeG ⊗ t

(
K
Y

)
, die im

Allgemeinen nicht isomorph zur GerbeG ist, da die Bündelräume vonG ⊗ t
(

K
Y

)
undG

unterschiedlich sind. Insbesondere sind zwei triviale Gerben nicht unbedingt isomorph.
Es ist also mit den hier eingeführten Begriffen nicht möglich, auf der Menge der Isomor-
phieklassen von Gerben eine Gruppenstruktur zu definieren. Dieses Problem wird auch
nicht dadurch gelöst, dass man, wie z.B. in [CaJoMu], in der Definition von Isomorphie
von Gerben unterschiedliche Bündelräume zuläßt.

Wir müssen den strengen Begriff von Isomorphie von Gerben lockern und zu größeren
Äquivalenzklassen übergehen. Bei der Klassifizierung von Vektorbündeln höherer Rän-
ge, wo sich ähnliche Probleme ergeben, geht man zum Begriff der stabilen Isomorphie
über. Bei Geradenbündeln ist Isomorphie und stabile Isomorphie dasselbe. Wir lassen uns
dadurch zur folgenden Definition motivieren.

DEFINITION 3.3D. Zwei GerbenG undH überM heißen stabil isomorph, wenn die
GerbeG ⊗H∗ trivial ist.
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Für zwei stabil isomorphe GerbenG = (Y, L, µ) undH = (Z,K, ν) bedeutet diese
Definition, dass es ein hermitesches GeradenbündelJ −→ Y ×M Z gibt, so dass die
GerbeG⊗H∗ und die triviale Gerbet

(
J
Y×MZ

)
isomorph sind. Ein solches Geradenbündel

nennen wir einen stabilen Isomorphismus vonG nachH.
Wir sehen sofort, dass die oben angesprochenen Probleme durch diese Definition ge-

löst werden. Zwei triviale Gerbent
(

L
Y

)
und t

(
J
Z

)
sind stabil isomorph, wobei das Gera-

denbündelL⊗ J∗ −→ Y ×M Z ein stabiler Isomorphismus ist. Eine GerbeG ⊗ t
(

K
Y

)
ist

stabil isomorph zur GerbeG, wobeiK −→ Y ein stabiler Isomorphismus ist.
Im Vergleich von Isomorphie mit stabiler Isomorphie zeigt sich, dass zwei isomorphe

GerbenG undH auch stabil isomorph sind. Dazu nehmen wir ihr Tensorprodukt mitH∗,
danach sindG ⊗ H∗ undH ⊗ H∗ isomorphe Gerben. IstH = (Y, L, µ), dann ist der
Bündelraum vonH ⊗H∗ geradeY [2]

M , und das hermitesche Geradenbündel aufH ⊗H∗

ist das Bündel(∂2
1)
−1
L ⊗ (∂2

2)
−1
L∗ = t (L). Also sind die Gerbent(L

Y
[2]
M

) undH ⊗H∗,

und damit aucht(L

Y
[2]
M

) undG ⊗H∗ isomorph, das heißtG undH sind stabil isomorph.

Jetzt zeigen wir noch, dass stabile Isomorphie eine Äquivalenzrelation auf der Menge
der Gerben überM definiert.
a) Reflexivität. Eine GerbeG ist stabil isomorph zu sich selbst, da das Tensorprodukt

G ⊗ G∗ - wie gerade gesehen - eine triviale Gerbe ist.
b) Symmetrie. Angenommen, zwei GerbenG undH mit BündelräumenY undZ sind

stabil isomorph, und das GeradenbündelL −→ Y×MZ ist ein stabiler Isomorphismus
vonG nachH. Dann ist das BündelL∗ −→ Z ×M Y ein stabiler Isomorphismus von
H nachG.

c) Transitivität. Es seien jeweils die GerbenG, H undH, I stabil isomorph mit stabilen
IsomorphismenL −→ X ×M Y undK −→ Y ×M Z. Dann istL⊗K −→ X ×M Z
ein stabiler Isomorphismus vonG nachI.
Wir können also von Äquivalenzklassen bezüglich stabiler Isomorphie, oder auch sta-

bilen Isomorphieklassen sprechen. Das Tensorprodukt von Gerben definiert eine Grup-
penstruktur auf den stabilen Isomorphieklassen. Das Einselement ist die stabile Isomor-
phieklasse der trivialen Gerben. Die zu einer stabilen Isomorphieklasse inverse Klasse
wird vertreten durch die zu einer Vertretergerbe duale Gerbe.

LEMMA 3.3E (Gawȩdzki, Reis [GaRei]).Es seienπ : Y −→ M und π̃ : Z −→ M
differenzierbare Bündel undϕ : Z −→ Y eine fasertreue Abbildung. Jede GerbeG mit
BündelraumY ist stabil isomorph zu der durch inneres Zurückziehen erzeugten Gerbe
iϕ (G).

Beweis.Wir ziehen das GeradenbündelL −→ Y
[2]
M mit der Abbildung(id Y , ϕ) :

Y ×M Z −→ Y
[2]
M zurück. In die Wohldefiniertheit dieser Abbildung geht ein, dassϕ

fasertreu ist. Wir zeigen, dass das zurückgezogene Geradenbündel ein stabiler Isomor-
phismus ist. Die durch es erzeugte triviale Gerbe hat den BündelraumY ×M Z und das
Geradenbündel

t
(
(id Y × ϕ)−1 L

)
= ∂−1

2 (id Y , ϕ)−1 L⊗ ∂−1
1 (id Y , ϕ)−1 L∗.
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Wir konstruieren einen Isomorphismus zwischen diesem Geradenbündel und dem Gera-
denbündel der GerbeG ⊗ iϕ (G)∗ mit dem Bündelraum

L⊗M Lϕ =
(
∂2

2

)−1
L⊗

(
∂2

1

)−1 (
ϕ2
)−1

L∗

durch Verwendung der Gruppoidstrukturenµ auf L und µ∗ auf L∗. Wir definieren die
Abbildungen

α4 : = ∂4 ◦ (id Y , ϕ)2 : (Y ×M Z)
[2]
M −→ Y

[3]
M

α1 : = ∂1 ◦ (id Y , ϕ)2 : (Y ×M Z)
[2]
M −→ Y

[3]
M

und stellen die folgenden Identitäten fest:

∂2
2 = ∂2 ◦ α4 ∂3 ◦ α4 = (id Y , ϕ) ◦ ∂2

ϕ2 ◦ ∂2
1 = ∂2 ◦ α1 ∂1 ◦ α1 = (id Y , ϕ) ◦ ∂1

Außerdem haben wir∂1 ◦ α4 = ∂3 ◦ α1 und damit einen Isomorphismus

(α∗4µ)−1 ⊗ (α∗1µ
∗)−1 :

(
∂2

2

)−1
L⊗

(
ϕ2 ◦ ∂2

1

)−1
L∗ −→

∂−1
2 (id Y , ϕ)−1 L⊗ α−1

4 ∂−1
1 (L⊗ L∗)⊗ ∂−1

1 (id Y , ϕ)−1 L∗.

Wenn wir diesen Isomorphismus mit der kanonischen Identifizierung in der Mitte des
Tensorproduktes verketten, haben wir den gesuchten Isomorphismus

(1⊗ kan⊗ 1)
(
(α∗4µ)−1 ⊗ (α∗1µ

∗)−1) : L⊗M Lϕ −→ t
(
(id Y × ϕ)−1 L

)
gefunden. Die GerbeG⊗iϕ (G)∗ damit trivial, das heißtG undiϕ (G) sind stabil isomorph.

3.3.2 Die Dixmier-Douady-Klasse einer Gerbe.In ähnlicher Weise, wie wir hermite-
schen Geradenbündeln charakteristische Klassen zugeordnet haben, wollen wir nun auch
Gerben, ähnlich der Chernklasse eines Geradenbündels, eine charakteristische Klasse zu-
ordnen, die Dixmier-Douady-Klasse.

Geben wir uns eine GerbeG = (Y, L, µ) mit Bündelraumπ : Y −→ M vor und
wählen von vorneherein eine gute ÜberdeckungU = {Ui}i∈I von M ; das wäre nicht
unbedingt nötig, aber wir müssten an eine beliebige offene Überdeckung zusätzliche Be-
dingungen stellen.

Wir bilden die disjunkte Vereinigung der Teilmengen der Überdeckung,

MU :=
∐
i∈I

Ui.

Die k-fachen Faserprodukte dieser Mannigfaltigkeit sind

(MU)
[k]
M :=

∐
i1,...,ik∈I

Ui1...ik ,
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wobei wir die SchreibweiseUi1...ik := Ui1 ∩ ... ∩ Uik benutzen, um zu betonen, dass z.B.
Uij undUji unterschiedliche Zusammenhangskomponenten von(MU)

[2]
M sind. DaU eine

gute Überdeckung ist, können wir Schnittesi : Ui −→ Y wählen, aus denen wir eine
Abbildung s : MU −→ Y : x ∈ Ui 7−→ si (x) erhalten. Diese Abbildung ist faser-
treu bezüglich der Projektionen nachM und erlaubt daher das innere Zurückziehen der
GerbeG. Wir bekommen eine Gerbeis (G) überM mit BündelraumMU, hermiteschem
GeradenbündelLs und Gruppoidstrukturµs.

Ls

��

// L

��
Uij

σij
22

� � // (MU)
[2]
M

////

s2

**
MU

��

s // Y

��

Y
[2]
M

oooo

M M

Da wir eine gute offene Überdeckung gewählt haben, sind die zweifachen Schnitt-
mengenUi ∩ Uj zusammenziehbar, also sind es auch die Zusammenhangskomponen-
ten vonMU. Auf jeder Zusammenhangskomponente können wir damit Einheitsschnitte
σij : Uij −→ L+

s wählen. Die Vertauschungsabbildungκ2 : (MU)
[2]
M −→ (MU)

[2]
M ordnet

einem Punktx ∈ Ui ∩ Uj in der KomponenteUij denselben Punkt inUji zu. Außerdem
ist κ−1

2 Ls = L∗s. An die Schnitte können wir also die Bedingungσ∗ij = κ∗2σji stellen.
Betrachten wir nun eine dreifache nichtleere SchnittmengeUi ∩ Uj ∩ Uk und die In-

klusionen
∂1 : Uijk ↪→ Ujk, ∂2 : Uijk ↪→ Uik und ∂3 : Uijk ↪→ Uij.

Mit ihnen ziehen wir die entsprechenden, gewählten Einheitsschnitte zurück zu Schnitten

∂∗1σjk : Uijk −→ ∂−1
1 Ls

∂∗2σik : Uijk −→ ∂−1
2 Ls

∂∗3σij : Uijk −→ ∂−1
3 Ls.

Mit der Gruppoidstruktur bekommen wir daraus den Schnitt

µs (∂∗3σij ⊗ ∂∗1σjk) : Uijk −→ ∂−1
2 Ls.

Diesen vergleichen wir auf einem Punktx ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk mit dem Schnitt∂∗2σik −→
∂−1

2 Ls und erhalten in

µs (∂∗3σij (x)⊗ ∂∗1σjk (x)) = gijk (x) · ∂∗2σik (x) (55)

eine Zahlgijk (x) ∈ U (1). Das definiert differenzierbare Funktion en

gijk : Ui ∩ Uj ∩ Uk −→ U (1) ,
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die wir die Übergangsfunktionen der Gerbe bezüglich der ÜberdeckungU und der Schnit-
tesi, σij nennen. Aus der Bedingungσ∗ji = κ∗2σij entnehmen wir, dass die Übergangsfunk-
tionen beim Vertauschen von Indizes invertiert werden, wir können dazu zum Beispiel die
Schnitte auf beiden Seiten in (55) konjugieren und erhalten

µ∗s
(
∂∗3σ

∗
ij ⊗ ∂∗1σ

∗
jk

)
= gijk (x) · ∂∗2σ∗ik = g−1

ijk (x) · κ∗3∂∗2σki

Dann wandeln wir die linke Seite anhand der bekannten Regeln um in

µ∗s
(
∂∗3σ

∗
ij ⊗ ∂∗1σ

∗
jk

)
= (κ∗3µs ◦ ex) (κ∗3∂

∗
1σji ⊗ κ∗3∂

∗
3σkj)

= κ∗3 (µs (∂∗3σkj ⊗ ∂∗1σji)) ,

und erhalten durch Vergleich
gkji (x) = g−1

ijk (x) . (56)

Wir betrachten weiter eine nichtleere vierfache SchnittmengeUi ∩ Uj ∩ Uk ∩ Ul, die
vier Schnitte

∂∗12σkl : Uijkl −→ ∂∗12L ∂∗14σjk : Uijkl −→ ∂∗14L
∂∗23σil : Uijkl −→ ∂∗23L ∂∗34σij : Uijkl −→ ∂∗34L,

und verwenden die in der Definition 3.3A geforderte Assoziativität vonµs, um die drei
Vektoren∂∗34σij (x), ∂∗14σjk (x) und∂∗12σkl (x) auf zwei verschiedene Arten zu multipli-
zieren:

µ (µ (∂∗34σij ⊗ ∂∗14σjk)⊗ ∂∗12σkl) = µ (∂∗34σij ⊗ µ (∂∗14σjk ⊗ ∂∗12σkl))
‖ ‖

gijk · µ (∂∗24σik ⊗ ∂∗12σkl) = gjkl · µ (∂∗34σij ⊗ ∂∗12σjl)
‖ ‖

gijk · gikl · ∂∗23σil = gjkl · gijl · ∂∗23σil

Wir lesen aus der unteren Zeile die Eigenschaft

gjkl · g−1
ikl · gijl · g−1

ijk = 1 (57)

ab.

Es stellt sich unmittelbar die Frage, inwieweit diese Übergangsfunktionen von den
getroffenen Wahlen abhängen. Wir diskutieren die Wahl anderer Schnittes′i : Ui −→
Y und demzufolge auch anderer Schnitteσ′ij : Uij −→ Ls′. Unangenehm bei dieser
Diskussion ist vor allem, dass wir die Schnittesi unds′i nachY nicht direkt vergleichen
können, daY im Allgemeinen kein Faserbündel ist und keine Strukturgruppe hat, die auf
den Fasern operiert. Wir müssen daher einen Umweg einschlagen und definieren neben
den schon bekannten Abbildungens, s′ : MU −→ Y die Abbildungs̃ : MU −→ Y

[2]
M

durch s̃ (x, i) := (si (x) , s
′
i (x)). Das GeradenbündelL überY [2]

M ziehen wir dann mit̃s
zu einem GeradenbündelL

es überMU zurück. Dann betrachten wir Elemente vonY [4]
M im

Bild der Abbildung

α : (MU)
[2]
M −→ Y

[4]
M : (x, i, j) −→

(
si (x) , s

′
i (x) , s

′
j (x) , sj (x)

)
.
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Für die daraus entnommenen Abbildungenα3 := ∂3 ◦ α undα1 := ∂1 ◦ α gilt ∂1 ◦ α3 =
∂2 ◦ α1, außerdem werden sie durch die folgenden Identitäten mit den Abbildungens, s′

und s̃ in Zusammenhang gebracht:

∂3 ◦ α3 = s̃ ◦ ∂2 ∂2 ◦ α3 = s2

∂1 ◦ α1 = κ2 ◦ s̃ ◦ ∂1 ∂3 ◦ α1 = s′2

Durch Zurückziehen der Gruppoidstrukturµmit den Abbildungenα3 undα1 erhalten wir
nach Anwendung dieser Identitäten die Isomorphismen von Vektorbündeln

α∗3µ : ∂−1
2 s̃−1L⊗ α−1

1 ∂−1
2 L −→ Ls

α∗1µ : Ls′ ⊗ ∂−1
1 s̃−1L∗ −→ α−1

1 ∂−1
2 L.

Wir verketten sie zu dem Isomorphismus

α∗3µ ◦ (1⊗ α∗1µ) : ∂−1
2 s̃−1L⊗ Ls′ ⊗ ∂−1

1 s̃−1L∗ −→ Ls.

Wählen wir nun Hilfsschnitteσi : Ui −→ s̃−1L+ mit zurückgezogenen Schnitten∂∗1σj :
Uij −→ ∂−1

1 s̃−1L und∂∗2σi : Uij −→ ∂−1
2 s̃−1L , so können wir über

α∗3µ ◦ (1⊗ α∗1µ)
(
∂∗2σi ⊗ σ′ij ⊗ ∂∗1σ

∗
j

)
= λij · σij (58)

Funktionenλij : Ui ∩ Uj −→ U (1) gewinnen. Durch Anwendung vonκ2 auf diese Glei-
chung bekommen wir unter Verwendung der Voraussetzungκ∗2σij = σ∗ji die Eigenschaft
λij = λ−1

ji . Es seien nung′ijk : Ui ∩ Uj ∩ Uk −→ U (1) Übergangsfunktionen der Gerbe
bezüglich der Schnittes′i undσ′ij. Wenn wir die Schnitteσij aus (58) mit der Gruppoid-
struktur multiplizieren, ergibt sich nach Rechnung

µs (∂∗3σij ⊗ ∂∗1σjk) = λ−1
ij · λ−1

jk · λik · g′ijk · ∂∗2σik,

dabei geht die Assoziativität vonµ ein. Bezüglich der Schnittesi undσij lesen wir daraus
die Übergangsfunktionen

gijk = g′ijk · λ−1
jk · λik · λ−1

ij (59)

ab.

Selbstverständlich gehen wir angesichts der gesammelten Eigenschaften
(55), (56) und (59) der Übergangsfunktionen wieder zurČech-Kohomologie
über. Darin bilden die Übergangsfunktionen eine Koketteg ∈ Č2 (U, U (1)),
und (57) entspricht gerade der Kozykelbedingung, so dass eine Klasse
[g] ∈ Ȟ2 (U, U (1)) definiert wird. Verschiedene Wahlen von Einheitsschnitten un-
terscheiden sich gemäß (59) durch den Korand einer Koketteλ ∈ Č1 (U, U (1)).

Im Vergleich mit einer anderen ÜberdeckungV reicht es wieder aus, eine Verfei-
nerung mit Verfeinerungsabbildungf : J −→ I und Inklusionenιj : Vj ↪→ Uf(j)

zu betrachten. Dann können wir statt der Schnittesi : Ui −→ Y die zurückgezoge-
nen Schnittes′j := ι∗jsf(i) : Vi −→ ι−1

j Y wählen. Wir haben außerdem die Inklusionen
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ιij : Vij ↪→ Uf(i)f(j) von zweifachen Schnittmengen, die eine auf den Zusammenhangs-
komponentenVij vonMV definierte Abbildungenens◦ιij : Vij −→ Y ergeben, die wir als
Abbildungt : MV −→ Y auffassen. Dann wählen wir statt der Schnitteσij : Uij −→ Ls

die Schnitteσ′ij = ι∗ijσij : Vij −→ Lt. Dann sind die Übergangsfunktioneng′ijk wieder
die Einschränkungen dergijk und wir habenf ∗ (g) = g′. Im direkten Limes werden die
Klassen[g] und[g′] also identifiziert. Damit haben wir gezeigt:

LEMMA 3.3F. Die aus der GerbeG konstruierte Kohomologieklasse[g] ∈
Ȟ2 (M,U (1)) ist unabhängig von der Wahl der Schnittesi, von der Wahl der Schnitte
σij und von der Wahl der guten ÜberdeckungU.

In Analogie zu charakteristischen Klassen von Vektorbündeln bilden wir die aus
einer GerbeG konstruierte Klasse[g] über den Gruppenisomorphismus (33)ω :
Ȟ2 (M,U (1)) −→ H3 (M,Z) ab, und nennen das Ergebnis dd(G) := ω ([g]) ∈
H3 (M,Z) die Dixmier-Douady-Klasse der Gerbe.

Wir prüfen jetzt in drei Punkten, wie sich die Dixmier-Douady-Klasse mit den be-
kannten Operationen auf Gerben verträgt.

(1) Zuerst untersuchen wir die Dixmier-Douady-Klasse des TensorproduktesG ⊗ H
zweier GerbenG = (Y, L, µ) undH = (Z,K, ν). Zur Konstruktion des Kozykels wählen
wir Schnittesi : Ui −→ Y undti : Ui −→ Z und weitere Schnitteσij : Uij −→ Ls bzw.
τij : Uij −→ Kt, so dass sich jeweils Übergangsfunktionengijk bzw. hijk ergeben. Für
das TensorproduktG ⊗H = (Y ×M Z,L⊗M K,µ⊗M ν) wählen wir die Schnitte

ui : Ui −→ Y ×M Z : x 7−→ (si (x) , ti (x))

aus. Für die daraus gebildete Abbildungu : MU −→ Y ×M Z und die komponentenweise
auf die zweifachen Faserprodukte erweiterten Abbildungens2, t2 undu2 gelten∂2

2 ◦u2 =
s2 und∂2

1 ◦ u2 = t2. Damit ist

(L⊗M K)u =
(
u2
)−1
((
∂2

2

)−1
L⊗

(
∂2

1

)−1
K
)

= Ls ⊗Kt

So können wir gerade die Schnitte

σij ⊗ τij : Uij −→ (L⊗M K)u

wählen. Der Rest ist Anwendung von Definitionen, etwa der der Gruppoidstruktur auf
dem Tensorprodukt

(µ⊗M ν)u (∂∗3 (σij ⊗ τij)⊗ ∂∗1 (σjk ⊗ τjk))

= µs (∂∗3σij ⊗ ∂∗1σjk)⊗ νt (∂∗3τij ⊗ ∂∗1τjk)

= gijk · hijk · ∂∗2 (σik ⊗ τik) .

Für das Tensorprodukt erhalten wir also den Kozykelg · h, die Dixmier-Douady-Klasse
der GerbeG ⊗H ist demnach die Summe der Dixmier-Douady-Klassen vonG undH,

dd (G ⊗H) = dd (G) + dd (H) .
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(2) Als nächstes wollen wir die Dixmier-Douady-Klasse einer trivialen Gerbet
(

K
Y

)
angeben, wobeiL −→ Y ein hermitesches Geradenbündel über einem Faserbündel
π : Y −→ M ist. Gemäß unserer Konstruktion müssen wir das zurückgezogene Ge-
radenbündelLs betrachten, in unserem Fall ist es

Ls ≡
(
s2
)−1

t (L) ≡
(
s2
)−1 (

∂−1
2 L⊗ ∂−1

1 L∗
)

= ∂−1
2 s−1L⊗ ∂−1

1 s−1L∗.

Das motiviert uns, zuerst Schnitteσi : Ui −→ s−1L+ zu wählen, und außerdem noch
Funktionenχij : Ui ∩ Uj −→ U (1) mit χij = χ−1

ji , und dann daraus Schnitte nachLs zu
definieren, nämlich

σij := χij · ∂∗2σi ⊗ ∂∗1σ
∗
j : Uij −→ L+

s .

Die so gewählten Schnitte erfüllen die Bedingung

κ∗2σij = χij · κ∗2
(
∂∗2σi ⊗ ∂∗1σ

∗
j

)
= χ−1

ij · ∂∗1σi ⊗ ∂∗2σ
∗
j

= (χji · ∂∗2σj ⊗ ∂∗1σ
∗
i )
∗ = σ∗ji.

Aus ihnen können wir daher Übergangsfunktionen der Gerbe gewinnen, indem wir wie
oben auf einer nichtleeren dreifachen SchnittmengenUi ∩ Uj ∩ Uk unter Ausnutzung der
Definition der Gruppoidstrukturµs = 1⊗ kan⊗1 auf der trivialen Gerbe in der Rechnung

µs (∂∗3σij ⊗ ∂∗1σjk) = χij · χjk · µs

(
∂∗3∂

∗
2σi ⊗ ∂∗3∂

∗
1σ

∗
j ⊗ ∂∗1∂

∗
2σj ⊗ ∂∗1∂

∗
1σ

∗
k

)
= χij · χjk · ∂∗2 (∂∗2σi ⊗ ∂∗1σ

∗
k) = χij · χjk · χ−1

ik · ∂∗2σik

die Übergangsfunktionen

gijk = χjk · χ−1
ik · χij : Ui ∩ Uj ∩ Uk −→ U (1)

identifizieren. Beim Übergang zurČech-Kohomologie haben wir daherg = δχ, das heißt
[g] = 0. Die Dixmier-Douady-Klasse der trivialen Gerbet

(
K
Y

)
ist daher

dd
(
t
(

K
Y

))
= 0.

(3) Jetzt fehlt uns nur noch, die Dixmier-Douady-Klassen von isomorphen Gerben zu
vergleichen. Die Gerben seien gegeben durchG = (Y, L, µ) undH = (Y,K, ν) und die
Isomorphie durch einen Isomorphismusα : L −→ K von hermiteschen Geradenbün-
deln, der mit den Gruppoidstrukturen verträglich ist. Nach dem inneren Zurückziehen der
Gerben mits : MU −→ Y sind die Geradenbündel immer noch isomorph durch

αs :=
(
s2
)∗
α : Ls −→ Ks.

Wir wählen wieder Schnitteσij : Uij −→ L+
s für die GerbeG und weitere Schnitteαs◦σij

nachKs. Daαs mit den zurückgezogenen Gruppoidstrukturenµs undνs verträglich ist,
haben wir gemäß (54)

νs (∂∗3 (αs ◦ σij)⊗ ∂∗1 (αs ◦ σjk)) = νs (∂∗3αs (∂∗3σij)⊗ ∂∗1αs (∂∗1σjk))

= ∂∗2αs ◦ µs (∂∗3σij ⊗ ∂∗1σjk)

= ∂∗2αs (gijk · ∂∗2σik) .
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Die C-Linearität vonα und der Vergleich mit (55) ergibt

∂∗2αs (gijk · ∂∗2σik) = gijk · ∂∗2 (αs ◦ σik) ,

für isomorphe Gerben können damit dieselben Übergangsfunktionen gewählt werden, sie
haben also gleiche Dixmier-Douady-Klassen. Insbesondere folgt, daG ⊗ G∗ eine triviale
Gerbe ist, aus

0 = dd (G ⊗ G∗) = dd (G) + dd (G∗) ,

dass die Dixmier-Douady-Klasse der dualen GerbeG∗ das negative der Dixmier-Douady-
Klasse vonG ist,

dd (G∗) = − dd (G) .

Wir sind jetzt in der Lage, einen Satz zur Klassifikation von Gerben zu formulieren.

SATZ 3.3G. Die Gruppe der stabilen Isomorphieklassen von Gerben ist vermittels der
Dixmier-Douady-Klasse isomorph zur KohomologiegruppeH3 (M,Z).

Beweis.Es seienG undH zwei stabil isomorphe Gerben, die GerbeG ⊗ H∗ ist also
trivial. Aus den Punkten(1) bis (3) folgt dann

0
(2),(3)
= dd (G ⊗H∗)

(1)
= dd (G) + dd (H∗)

(3)
= dd (G)− dd (H) ,

das heißt, die Dixmier-Douady-Klassen von stabil isomorphen Gerben sind gleich. Das
rechtfertigt auch unser Vorgehen beim Bestimmen der Übergangsfunktionen der Gerbe
G, die wir ja eigentlich aus der durch inneres Zurückziehen erzeugten Gerbeis (G) ge-
wonnen hatten. Diese ist nach Lemma 3.3E jedoch stabil isomorph zuG, hat also pas-
senderweise auch dieselbe Dixmier-Douady-Klasse. Daher definiert die Zuordnung der
Dixmier-Douady-Klasse eine Abbildung auf der Menge der stabilen Isomorphieklassen.
(1) besagt, dass sie die Gruppenstruktur respektiert, wir haben also einen Gruppenhomo-
morphismus. Die Surjektivität zeigen wir konstruktiv, indem wir aus einem gegebenen
Kozykel g ∈ Č2 (U, U (1)) eine Gerbe rekonstruieren. Dazu nehmen wir als Bündel-
raum die uns schon bekannte MengeMU und wählen das trivale hermitesche Geraden-
bündelL := (MU)

[2]
M×C. Zur Definition der Gruppoidstruktur betrachten wir einen Punkt

(x, i, j, k) ∈ (MU)
[3]
M , und definieren durch

µ|(x,i,j,k) : L|(x,i,j) ⊗ L|(x,j,k) −→ L|(x,i,k) : z1 ⊗ z2 7−→ gijk (x) · z1 · z2 (60)

eine Gruppoidstruktur, deren Assoziativität genau durch die Kozykelbedingung ang ge-
währleistet wird. Damit haben wir eine Gerbe(MU, L, µ) definiert. Man erkennt, dass die
obige Konstruktion bei der Wahl von Schnittenσij : Ui ∩ Uj −→ L : x 7−→ 1 ∈ L|(x,i,j)

genau dieselben Übergangsfunktionengijk produziert.
Zum Beweis der Injektivität nehmen wir eine GerbeG = (Y, L, µ) mit Dixmier-Douady-
Klassedd (G) = 0 an. Es seien dazu wieder Schnittesi undσij gewählt, so dassdd (G)
repräsentiert wird durch einen Kozykelg ∈ Č2 (U, U (1)), zusammen mit einem Element
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h ∈ Č1 (U, U (1)) mit g = δh. Wir konstruieren nach einer Idee aus [St] explizit eine
Trivialisierung vonG, das heißt ein hermitesches GeradenbündelJ überπ : Y −→ M ,
so dass die Gerbent

(
J
Y

)
undG isomorph sind. Dazu definieren wir die Abbildungen

yi0,...,ik : π−1 (Ui0...ik) −→ Y
[k+2]
M : y 7−→ (y, si0 (π (y)) , ..., sik (π (y))) ,

mit den Beziehungen

yi = ∂3 ◦ yij bzw. yj = ∂2 ◦ yij und ∂1 ◦ yij = s2 ◦ π.

Dann bekommen wir lokale GeradenbündelJi := y−1
i L überπ−1 (Ui) und durch Zurück-

ziehen der Gruppoidstrukturµ der Gerbe den Isomorphismusy∗ijµ : Ji ⊗ π−1Ls −→
Jj hermitescher Geradenbündel. Wir verwenden die Schnittetij := π∗(h−1

ij · σij) :
π−1 (Uij) −→ π−1Ls und bekommen durch teilweises Einsetzen den Isomorphismus

φij :=
(
y∗ijµ

)
(· ⊗ tij) : Ji −→ Jj.

Unter Ausnutzung der Assoziativität vonµ und der Kozykelbedingunghjk ·h−1
ik ·hij = gijk

folgt für diese Abbildungenφij ◦ φjk = φik. Also können wir ein hermitesches Geraden-
bündelJ −→ Y definieren, so dass wir mit den Inklusionenιi : π−1 (Ui) ↪→ Y unsere
lokalen Bündelι−1

i J = Ji zurückerhalten.
Einen Isomorphismus der Geradenbündelt (J) undL bekommen wir, indem wir zunächst
wieder lokale Isomorphismenηi : t (Ji) −→ (ι2i )

−1
L bestimmen. Wir definieren dazu die

Abbildung
αi :

(
π−1 (Ui)

)[2]

M
−→ Y

[3]
M : y 7−→ (y, si (π (y)) , y′)

mit den Eigenschaften

∂1 ◦ αi = κ2 ◦ yi ◦ ∂1 , ∂2 ◦ αi = ι2i und ∂3 ◦ αi = yi ◦ ∂2.

Dann ziehen wir die Gruppoidstrukturµ mit α zurück und erhalten einen Isomorphismus

α∗iµ : ∂−1
2 y−1

i L⊗ ∂−1
1 y−1

i κ−1
2 L −→

(
ι2i
)−1

L.

Die rechte Seite ist aber gerade die Definition vont (Ji), wir haben damit unseren lokalen
Isomorphismusηi := α∗iµ gefunden. Zusammen mit den Isomorphismen

t (φij) = ∂∗2φij ⊗ ∂∗1φ
∗
ij : t (Ji) −→ t (Jj)

haben wir das kommutative Diagramm

t(Ji)
t(φij) //

ηi

$$I
IIIIIIII

t(Jj)

ηjzzuuuuuuuuu

(ι2ij)
−1L

.

Also können wir einen Isomorphismusη : t (J) −→ L definieren, der mit den Gruppoid-
strukturen verträglich ist, damit istJ eine Trivialisierung der GerbeG.
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3.3.3 Zusammenhang und Kurvung einer Gerbe.Auf Gerben kann man, ähnlich wie
bei Geradenbündeln, durch einen Zusammenhang eine Zusatzstruktur definieren.

DEFINITION 3.3H. Gegeben sei eine GerbeG = (Y, L, µ) überM . Ein Zusammen-
hang∇ auf dem Geradenbündelp : L −→ Y

[2]
M heißt Zusammenhang der GerbeG,

wenn die Gruppoidstrukturµ ein Isomorphismus von hermiteschen Geradenbündeln mit
Zusammenhang ist.

In dieser Definition geht ein, dass ein Zusammenhang∇ aufL −→ Y
[2]
M Zusammen-

hänge∂∗i∇ auf den zurückgezogenen Bündeln∂iL definiert, und dass das Tensorprodukt
zweier hermitescher Geradenbündel mit Zusammenhang wieder einen kanonischen Zu-
sammenhang trägt. Dann macht die Forderung, dass

µ : ∂−1
3 L⊗ ∂−1

1 L −→ ∂−1
2 L

ein Isomorphismus von hermiteschen Geradenbündeln mit Zusammenhang ist, Sinn.
Um zu sehen, dass es Zusammenhänge auf Gerben gibt, erinnern wir uns daran, dass

wir zu einem beliebigen Faserbündelπ : Y −→ M und einem hermiteschen Geraden-
bündelL −→ Y die triviale Gerbet

(
L
Y

)
konstruieren konnten. Hat das Geradenbündel

zusätzlich einen Zusammenhang∇, so können wir auch einen Zusammenhang auf der
Gerbet

(
L
Y

)
konstruieren. Dazu setzen wirt (∇) := ∂∗2∇+ ∂∗1∇∗; dieser Zusammenhang

ist mit der Gruppoidstrukturµ = 1⊗ kan⊗1 auf t (L) verträglich, da die Bedingung (46),
hier

(1⊗ µ) ◦ (∂∗3 (∂∗2∇+ ∂∗1∇∗) + ∂∗1 (∂∗2∇+ ∂∗1∇∗)) = (∂∗2∂
∗
2∇+ ∂∗2∂

∗
1∇∗) ◦ µ

erfüllt ist.
Da das Geradenbündel einer Gerbe auf dem zweifachen Faserprodukt des Bün-

delraumesY lebt, definiert ein Zusammenhang∇ auf der GerbeG eine Krümmung
K (∇) ∈ Ω2(Y

[2]
M ). Als Krümmung der Gerbe würden wir aber in Analogie zu hermi-

teschen Geradenbündeln eine Differentialform vom Grad3 aufM erwarten. Eine solche
Dreiform kann der vorhandenen Struktur aber nicht entnommen werden, deshalb müssen
wir auf dem Zusammenhang wiederum eine Zusatzstruktur definieren, die Kurvung des
Zusammenhangs.

Zur Vorbereitung definieren wir die Abbildung

δp
Y :=

p+1∑
i=1

(−1)i ∂∗i : Ω•(Y
[p]
M ) −→ Ω•(Y

[p+1]
M ),

die eine Differentialformω ∈ Ωk(Y
[p−1]
M ) mit allen möglichen Weglassungsabbildungen

∂i : Y
[p+1]
M −→ Y

[p]
M zurückzieht und alternierend summiert. Den oberen Index am Symbol

δp
M lassen wir später weg. In dem folgenden Lemma stellen wir eine wichtige Eigenschaft

dieser Abbildung vor.
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LEMMA 3.3I (Murray [Mu]). Für ein differenzierbares Bündelπ : Y −→ M erzeugt
die AbbildungδY die exakte Sequenz

0 // Ω•(M) π∗ // Ω•(Y )
δ1
Y // Ω•(Y

[2]
M )

δ2
Y // Ω•(Y

[3]
M )

δ3
Y // ... (61)

Beweis.Hier kann man ohne Veränderung den Originalbeweis in Kapitel 8 von [Mu]
verwenden. Im SpezialfallY = MU fällt δY genau mit dem̌Cech-Korandoperator zusam-
men, und das Lemma reduziert sich auf die verallgemeinerte Mayer-Vietoris-Sequenz aus
Satz 3.1A.

Die Nützlichkeit der Sequenz (61) werden wir sofort erkennen. Im Grade• = 2 be-
rechnen wir das Bild der KrümmungK (∇) ∈ Ω2(Y

[2]
M ) des Zusammenhangs∇ auf der

GerbeG, nämlich

δY (K (∇)) = −∂∗1K (∇) + ∂∗2K (∇)− ∂∗3K (∇) .

Aus Korollar 3.2E (2) und(4) folgt

∂∗3K (∇) + ∂∗1K (∇) = K (∂∗1∇+ ∂∗3∇) .

Dabei ist∂∗1∇ + ∂∗3∇ der kanonische Zusammenhang auf dem Tensorprodukt∂−1
1 L ⊗

∂−1
3 L. Dieses ist als hermitesches Geradenbündel mit Zusammenhang isomorph zu∂−1

2 L;
gemäß Punkt(1) desselben Korollars folgt alsoK (∂∗1∇+ ∂∗3∇) = ∂∗2K (∇). Damit ha-
ben wir

δY (K (∇)) = 0

berechnet. Es folgt nun aus der Exaktheit der Sequenz (61), dass es mindestens ein Ele-
mentC ∈ Ω2 (Y ) gibt, so dassδY (C) = K (∇) ist.

DEFINITION 3.3J. Eine Kurvung auf einer GerbeG mit Zusammenhang∇ ist eine
ZweiformC ∈ Ω2 (Y ) mit δY (C) = K (∇).

Als kleines Beispiel wählen wir eine Kurvung des oben konstruierten Zusammen-
hangst (∇) = ∂∗2∇+ ∂∗1∇∗ auf der trivialen Gerbet

(
L
Y

)
. Seine Krümmung ist

K (t (∇)) = ∂∗2K (∇)− ∂∗1K (∇) = δY (K (∇)) .

Als kanonische Kurvung auf einer trivialen Gerbe bietet sich also gerade die Krümmung
des Zusammenhangs auf dem Geradenbündel an,C := K (∇).

Wir diskutieren jetzt das Zusammenspiel der neuen Zusatzstrukturen mit den bekann-
ten Operationen auf Gerben. Obwohl man auch Gerben mit lediglich einem Zusammen-
hang untersuchen könnte, werden wir nur Gerben mit Zusammenhang und Kurvung un-
tersuchen.
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α) Wir beginnen mit dem inneren Zurückziehen einer GerbeG = (Y, L, µ). Dazu sei
wiederϕ : Z −→ Y eine fasertreue Abbildung undiϕ (G) = (Z,Lϕ, µϕ) die durch in-
neres Zurückziehen gewonnene Gerbe. Trägt nunL einen Zusammenhang∇, so wird
dieser in der Konstruktion voniϕ (G) mit ϕ2 zu einem Zusammenhang∇ϕ auf Lϕ

zurückgezogen. Die Gruppoidstrukturµs := (ϕ3)
∗
µ ist als zurückgezogener Isomor-

phismus von hermiteschen Geradenbündeln mit Zusammenhang wieder ein solcher,
also ist∇ϕ ein Zusammenhang aufG. Hat man zusätzlich eine KurvungC von∇, so
ist über die Identität

δZ ◦ ϕ∗ =
(
ϕ2
)∗ ◦ δY : Ω2 (Y ) −→ Ω2 (Z)

die WahlCϕ := ϕ∗C eine Kurvung von∇ϕ, es gilt nämlich

δZ (Cϕ) = δZ (ϕ∗C) =
(
ϕ2
)∗
δY (C) = K

((
ϕ2
)∗∇) = K (∇ϕ) .

β) Die Konstruktion des Zurückziehens mit einer stetigen Abbildungf : X −→ M auf
einen anderen Basisraum kann unverändert stehen bleiben, nachdem∂1 : f−1Y −→
Y eine gültige Abbildung für inneres Zurückziehen ist.

γ) Betrachten wir weiter die zu einer GerbeG duale GerbeG∗. Ist∇ ein Zusammenhang
aufG mit KrümmungC, so ist∇∗ ein Zusammenhang aufG∗. Da für die Krümmun-
genK (∇∗) = −K (∇) gilt, können wirC∗ := −C als Kurvung von∇∗ wählen.

δ) Das Tensorprodukt zweier GerbenG = (Y, L, µ) undH = (Z,K, ν) war die Gerbe
G ⊗H = (Y ×M Z,L⊗M K,µ⊗M ν), wobei wir

L⊗M K =
(
∂2

1

)−1
L⊗

(
∂2

2

)−1
K

gesetzt hatten. Aus einem Zusammenhang∇G aufG mit KurvungCG und einem Zu-
sammenhang∇H aufH mit KurvungCH bekommen wir einen Zusammenhang

∇ :=
(
∂2

1

)∗∇G +
(
∂2

2

)∗∇H, (62)

für den wir die KrümmungC := ∂∗1 (CG) + ∂∗2 (CH) ∈ Ω2(Y ×M Z) wählen können.

Selbstverständlich hätten wir auch gerne einen Isomorphiebegriff von Gerben, der
Zusammenhänge und Kurvungen mit berücksichtigt. Zwar wissen wir schon, dass wir
Gerben besser über stabile Isomorphie verstehen, wir haben aber auch gesehen, dass wir
zur Definition von stabiler Isomorphie auf den normalen Isomorphiebegriff zurückgreifen
müssen.

Wir nennen also zwei GerbenG = (Y, L, µ) undH = (Z,K, ν) überM mit Zusam-
menhängen und Kurvungen isomorph, wenn

1) ihre Bündelräume gleich sind,
2) es einen Isomorphismusα : L −→ K von hermiteschen Geradenbündeln mit Zusam-

menhang gibt, der mit den Gruppoidstrukturen aufL undK verträglich ist, und
3) ihre Kurvungen gleich sind.
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Insbesondere sind zwei als Gerben mit Zusammenhang und Kurvung isomorphe Ger-
ben sind also auch als Gerben isomorph. Es sollte hier betont werden, dass sich die De-
finition einer trivialen Gerbe nicht ändert. Eine Gerbe, ob mit Zusammenhang, Kurvung
oder keines von beiden, heißt trivial, wenn sie isomorph zu einer Gerbe der Formt

(
K
Y

)
ist, oder äquivalent, wenn ihre Dixmier-Douady-Klasse Null ist. Das ist analog zur Ter-
minologie von Vektorbündeln, wo man unabhängig vom Zusammenhang von trivialen
Bündeln spricht.

Beispielsweise besprechen wir die triviale GerbeG ⊗G∗. Dabei seiG = (Y, L, µ) und
L −→ Y

[2]
M das hermitesche Geradenbündel, so dassG ⊗ G∗ und t(L

Y
[2]
M

) isomorph sind.

Jetzt sei∇ ein Zusammenhang aufG = (Y, L, µ) mit KurvungC, so dass wir aufG∗ den
kanonischen Zusammenhang∇∗ mit Kurvung−C haben. Dann hat der Zusammenhang
∇⊗ aufG ⊗G∗ die kanonische KurvungC⊗ = ∂∗2 (C) + ∂∗1 (−C) = δY (C). Nachdem∇
per Definition ein Zusammenhang auf dem GeradenbündelL −→ Y

[2]
M ist, hat die triviale

Gerbet(L

Y
[2]
M

) den kanonischen Zusammenhangt (∇) = ∇⊗ mit KurvungK (t (∇)) =

δY (C). Also sindG ⊗ G∗ und t(L

Y
[2]
M

) auch als Gerben mit Zusammenhang und Kurvung

isomorph.
Die Definition von stabiler Isomorphie ist dann nicht schwer zu erraten.

DEFINITION 3.3K . Zwei GerbenG undH mit Zusammenhängen und Kurvungen hei-
ßen stabil isomorph, wenn es ein hermitesches GeradenbündelL −→ Y mit Zusammen-
hang∇ gibt, so dass die GerbenG ⊗ H∗, ausgestattet mit kanonischem Zusammenhang
und Kurvung, undt

(
L
Y

)
, ausgestattet mit dem Zusammenhangt (∇) und der Kurvung

K (∇), isomorph sind.

Stabile Isomorphie von Gerben mit Zusammenhang und Kurvung ist eine Äquivalenz-
relation. Die Reflexivität folgt aus dem obigen Beispiel, und die anderen Punkte können
analog zur Diskussion nach der Definition 3.3D besprochen werden.

Das GeradenbündelL −→ Y mit Zusammenhang∇ nennen wir einen stabilen Iso-
morphismus der GerbenG undH mit Zusammenhang und Kurvung. Zu zwei stabil iso-
morphen Gerben gibt es im Allgemeinen viele stabile Isomorphismen. Dazu haben wir
analog zu Lemma 3.3C die folgende Aussage.

LEMMA 3.3L . Die hermiteschen Geradenbündel überM mit flachen Zusammenhang
operieren transitiv auf der Menge der stabilen Isomorphismen zweier Gerben mit Zusam-
menhang und Kurvung. Insbesondere haben alle stabilen Isomorphismen gleiche Krüm-
mung.

Beweis.Alle Beweisschritte im Beweis von Lemma 3.3C lassen sich auch hier an-
wenden. Die Flachheit des Zusammenhangs∇ des GeradenbündelsJ −→M geht dabei
so ein, dass das operierte GeradenbündelJ ∗ K den Zusammenhang∇K + π∗∇ trägt,
dessen Krümmung dann geradeK (∇K) ist. Das ist dann auch die Kurvung der trivialen
Gerbent

(
J∗K
Y

)
und t

(
K
Y

)
, und erfüllt eine der Voraussetzungen an die Isomorphie der

beiden Gerben.
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Wir kommen nun darauf zurück, warum die Wahl einer Kurvung nötig ist, um aus
einer Gerbe mit Zusammenhang ein für uns interessantes Objekt zu machen. Sie ermög-
licht es, eine eindeutige Differentialform vom Grad3 zu bestimmen, die Krümmung der
Gerbe. Dazu berechnen wir

δY (dC) = d(δYC) = dK (∇) = 0.

Hier geht ein, dass das Zurückziehen von Differentialformen in der Definition der Abbil-
dungδY mit der äußeren Ableitung vertauscht, und, dass die Krümmung des Zusammen-
hangs∇ auf dem hermiteschen GeradenbündelL −→ Y

[2]
M eine geschlossene Differenti-

alform ist.
Jetzt verwenden wir wieder das Lemma 3.3I im Grade• = 3 und bekommen aus

δY (dC) = 0 nicht nur die Existenz einer DifferentialformK (∇, C) ∈ Ω3 (M) mit
π∗K (∇, C) = dC, sondern aufgrund der Injektivität vonπ∗ auch gleich deren Eindeu-
tigkeit. Die so durch den Zusammenhang∇ und die KurvungC eindeutig bestimmte
DreiformK (∇, C) heißt die Krümmung der GerbeG mit Zusammenhang∇ und Kur-
vungC. Für die Krümmung giltπ∗dK (∇, C) = 0; wieder aus Lemma 3.3I, nunmehr im
Grade• = 4 folgt also dK (∇, C) = 0.

SATZ 3.3M . Die KrümmungK (∇, C) einer GerbeG überM mit Zusammenhang
∇ und KurvungC ist eine geschlossene Dreiform aufM und definiert eine integrale
Kohomologieklasse[K (∇, C)] ∈ H3

dR (M), deren Urbild unter dem Homomorphismus
ιZ : H3 (M,Z) −→ H3

dR (M) die Dixmier-Douady-Klassedd (G) der GerbeG ist. Für
die Krümmung gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) Isomorphe und stabil isomorphe Gerben mit Zusammenhang und Kurvung haben
dieselbe Krümmung.

(2) Das Tensorproduktes zweier Gerben mit Zusammenhang und Kurvung, ausgestat-
tet kanonischem Zusammenhang und Kurvung hat als Krümmung die Summe der
Krümmungen der beiden Gerben.

(3) Die Krümmung einer Gerbe mit Zusammenhang∇ und KurvungC ist das negative
der Krümmung der dualen Gerbe, ausgestattet mit dem Zusammenhang∇∗ und der
Kurvung−C.

(4) Hat die GerbeG mit Zusammenhang∇ und KurvungC die KrümmungK (∇, C),
so hat die mit einer stetigen Abbildungf zurückgezogene Gerbe mit Zusammenhang
∇f und KurvungCf die Krümmungf ∗K (∇, C).

Beweis.Der Satz ist eine vorgezogene Folgerung aus Satz 3.1C und dem noch zu
folgernden Korollar 3.3P und steht vollständig in Analogie zum Satz 3.2E für hermitesche
Geradenbündel mit Zusammenhang und deren Krümmungen.
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3.3.4 Klassifikation von Gerben mit Zusammenhang und Kurvung.Die Tatsache,
dass man einer Gerbe mit Zusammenhang und Kurvung eine charakteristische Klasse
in H3 (M,Z), nämlich ihre Dixmier-Douady-Klasse, und eine KrümmungK (∇, C) =
Ω3 (M) entnehmen kann, und dass diese beiden Merkmale über den letzten Satz mit-
einander verknüpft sind, zusammen mit der Analogie zu hermiteschen Geradenbündeln
mit Zusammenhang, läßt uns eine Verbindung zwischen Gerben mit Zusammenhang und
Kurvung und der Deligne-Hyperkohomologie im Grad2 vermuten.

Bezüglich einer guten offenen ÜberdeckungU wurde eine Deligne-Klasse im
Grad 3 repräsentiert durch eine Deligne-Kokette(g, A,B) ∈ Tot 2Č•(U,Z (2)•D) mit
D(g, A,B) = 0. Dabei warg ∈ Č2 (U, U (1)), A ∈ Č1

(
U,Ω1

)
undB ∈ Č0

(
U,Ω2

)
.

Die Kozykelbedingung lautetδg = 1, dlog(g) + δA = 0 und dA = B.
Wir haben bereits aus einer GerbeG = (Y, L, µ) einenČech-Kozykelg mit den ge-

forderten Eigenschaften gewonnen und durch ihn die Dixmier-Douady-Klasse der Gerbe
definiert. Dazu hatten wir zuerst Schnittesi : Ui −→ Y gewählt, um daraus eine Ab-
bildung s : MU −→ Y zu definieren. Wir können diesi aber auch dazu benutzen, die
KurvungC ∈ Ω2 (Y ) der GerbeG zu lokalen ZweiformenBi := s∗iC zurückziehen,
diese definieren einěCech-KoketteB ∈ Č0

(
U,Ω2

)
.

In dem zurückgezogenen GeradenbündelLs −→ (MU)
[2]
M hatten wir Schnitteσij

über jeder ZusammenhangskomponenteUij gewählt, die die Übergangsfunktionengijk

bestimmten. TrägtL nun einen Zusammenhang∇ der GerbeG, so trägtLs den zurück-
gezogenen Zusammenhang∇s, mit dem wir auf die Schnitteσij wirken können. Durch
∇sσij = 1

i Aij ⊗ σij werden lokale ZusammenhangsformenAij ∈ Ω (Uij) definiert, die
wir als Čech-KoketteA ∈ Č1(U,Ω1) auffassen.

Wir wollen eine Verbindung zwischeng undA herstellen und lassen den Zusammen-
hang∂∗2∇s auf∂−1

2 Ls auf den Schnitt

∂∗2σik = g−1
ijk · µs

(
∂−1

3 σij ⊗ ∂−1
1 σjk

)
wirken. Dann verwenden wir die Leibnitzregel(iii) in der Definition 3.2D, nämlich

(∂∗2∇s) (∂∗2σik) = g−1
ijk · (∂

∗
2∇s)

(
µs

(
∂−1

3 σij ⊗ ∂−1
1 σjk

))
(63)

+ dg−1
ijk ⊗ µs

(
∂−1

3 σij ⊗ ∂−1
1 σjk

)
.

Wir verwenden jetzt, dass die Gruppoidstrukturµs ein Isomorphismus von hermiteschen
Geradenbündeln mit Zusammenhang ist, und dürfen deshalb gemäß (46) den Zusammen-
hang∂∗2∇s auf ∂−1

2 Ls und den Zusammenhang(∂∗3∇s + ∂∗1∇s) auf ∂−1
3 Ls ⊗ ∂−1

1 Ls ver-
tauschen,

(∂∗2∇s) (µs (∂∗3σij ⊗ ∂∗1σjk)) = (1⊗ µs) ((∂∗3∇s + ∂∗1∇s) (∂∗3σij ⊗ ∂∗1σjk)) .

Die Wirkung dieser Summe von Zusammenhängen auf das Tensorprodukt von Schnitten
wurde in (47) definiert, und wenn wir zum Beispiel∂∗3Aij = Aij|Uijk

aus Bequemlichkeit
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alsAij schreiben, bekommen wir

(∂∗3∇s + ∂∗1∇s) (∂∗3σij ⊗ ∂∗1σjk) =
1

i
(Ajk + Aij)⊗ (∂∗3σij ⊗ ∂∗1σjk)

Dann finden wir weiter

(∂∗2∇s) (µs (∂∗3σij ⊗ ∂∗1σjk)) =
1

i
(Ajk + Aij) · ∂∗2σik

und haben damit (63) umgeformt zu

1

i
Aij ⊗ ∂∗2σik =

1

i
(Ajk + Aij)⊗ ∂∗2σik + dg−1

ijk ⊗ gijk · ∂∗2σik.

Die Beliebigkeit der Schnitteσik impliziert Aik = Ajk + Aij − 1
i gijkdg−1

ijk, oder in Aus-
drücken deřCech-Kohomologie unter Verwendung von dlog(g−1) = −dlog(g),

δA+ dlog(g) = 0.

Als nächsten müssen wir noch eine Verbindung zwischenA undB herstellen. Dazu
entnehmen wir der Definition der Krümmung eines Zusammenhangs als äußere Ableitung
der lokalen Zusammenhangsformen die GleichungK (∇s)|Uij

= dAij. Wie in Lemma

3.3I angemerkt, istδMU
= δ der normaleČech-Korandoperator, die KurvungCs erfüllt

also die definierende GleichungK (∇s) = δCs. Dann erhalten wir

dAij = K (∇s)|Uij
= (δs∗C)ij = s∗jC − s∗iC = Bj −Bi,

oder in Ausdrücken voňCech-Kohomologie

dA = δB.

Also definiert(g, A,B) einen Deligne-Kozykel, und seine Klasse nennen wir die Deli-
gne-Klasse del(G,∇, C) := [(g, A,B)] der GerbeG mit Zusammenhang∇ und Kurvung
C.

LEMMA 3.3N. Die Deligne-Hyperkohomologieklasse del(G,∇, B) ∈
Ȟ2(M,Z (2)•D) ist unabhängig von der Wahl der Schnittesi und σij, und der Überde-
ckungU.

Beweis.Wir hatten für zwei Wahlensi, s′i von Schnitten und entsprechend andere
Wahlenσij, σ′ij im Abschnitt 3.3.2 einen Isomorphismus

α∗3µ ◦ (1⊗ α∗1µ) : ∂−1
2 s̃−1L⊗ Ls′ ⊗ ∂−1

1 s̃−1L∗ −→ Ls

von Vektorbündeln gefunden, mit dem wir unter der Wahl von Hilfsschnittenσi :Ui −→
s̃−1L aus dem Vergleich (58)

α∗3µ ◦ (1⊗ α∗1µ)
(
∂∗2σi ⊗ σ′ij ⊗ ∂∗1σ

∗
j

)
= λij · σij
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die Abbildungenλij : Ui ∩ Uj −→ U (1) gefunden hatten. Für die Übergangsfunktionen
der Gerbe hatten wir so die Regelgijk = g′ijk · λ−1

jk · λik · λ−1
ij gefunden. Wir berechnen

mit der Leibnitzregel für Zusammenhänge

∇sσij = λ−1
ij · α∗3∂∗2∇

(
α∗3µ

(
∂∗2σi ⊗ α∗1µ

(
σ′ij ⊗ ∂∗1σ

∗
j

)))
+ dλ−1

ij ⊗ (λij · σij) . (64)

Die Wirkungs des Zusammenhangss̃−1∇ auf den Hilfsschnitten definiert lokale Zusam-
menhangseinsformenzi, so dass

(s̃∗∇) (σi) =
1

i
zi ⊗ σi und (s̃∗∇∗) (σ∗i ) = −1

i
zi ⊗ σ∗i

gelten. Außerdem seienA′
ij die lokalen Zusammenhangsformen bezüglich der Schnitte

σ′ij. Damit bekommen wir durch Anwendung der Rechenregeln für Zusammenhänge

∂∗2∇
(
µ
(
∂∗2σi ⊗ α∗1µ

(
σ′ij ⊗ ∂∗1σ

∗
j

)))
=

1

i

(
zi + A′

ij −zj

)
⊗ µ

(
∂∗2σi ⊗ α∗1µ

(
σ′ij ⊗ ∂∗1σ

∗
j

))
,

das ergibt in (64) die lokalen Zusammenhangsformen

Aij = A′
ij + zi −zj −

1

i
λ−1

ij dλij

bezüglich der Schnitteσij. Zuletzt berechnen wir die Zweiform̃s∗δY (C) ∈ Ω2 (MU) auf
zwei verschiedene Weisen, nämlich zuerst über die Definition vons̃ undδY , nämlich

s̃∗δY (C)|Ui
= s̃∗ (∂∗2C − ∂∗1C)|Ui

= s∗iC − s′∗i C = Bi −B′
i,

und dann über die definierende Eigenschaft der KurvungC und der Definition der Krüm-
mung des Zusammenhangss̃∗∇ als Ableitung der lokalen Zusammenhangsformenzi,
nämlich

s̃∗δY (C)|Ui
= s̃∗K (∇) = K (s̃∗∇) = dzi.

Wir haben alsoBi = B′
i+dzi und haben damit insgesamt die folgende Beziehung zwi-

schen den lokalen Daten der ungestrichenen und der gestrichenen Schnitte,

(g, A,B) = (g′, A′, B′)− D (λ,z) ;

sie definieren also die gleiche Deligne-Klasse.
Bezüglich einer anderen Überdeckung kann man genauso argumentieren wie im Beweis
von Lemma 3.3F.

Als nächstes würden wir gerne einen Bezug zwischen stabilen Isomorphieklassen von
Gerben mit Zusammenhang und Kurvung und der Deligne-Hyperkohomologie herstellen.
Da in die Definition von stabiler Isomorphie 1.) das Tensorprodukt von Gerben, 2.) triviale
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Gerben, 3.) Isomorphie und 4.) duale Gerben eingehen, untersuchen wir zunächst die
Verträglichkeit der Deligne-Hyperkohomologie mit diesen Begriffen.

1.) Dazu betrachten wir also zwei GerbenG = (Y, L, µ) undH = (Z,K, ν) mit Zu-
sammenhängen∇G bzw.∇H und KurvungenCG bzw.CH. Nachdem wir Schnittesi :
Ui −→ Y und ti : Ui −→ Z und weitere Schnitteσij : Uij −→ Ls undτij : Uij −→ Lt

gewählt haben, so dass wir Übergangsfunktionengijk vonG undg′ijk vonH erhalten, kon-
struieren wir wieder neue Schnitteui : Ui −→ Y ×MZ undσij⊗τij : Uij −→ (L⊗M K)u

und hatten schon Übergangsfunktionengijk · g′ijk festgestellt. AufG ⊗ H haben wir den
kanonischen Zusammenhang∇⊗ = (∂2

2)
∗∇G + (∂2

1)
∗∇H der mitu2 zu einem Zusam-

menhang∇u = (∇G)s + (∇H)t auf (L⊗M K)u zurückgezogen wird. Dort gilt

∇u (σij ⊗ τij) = σij ⊗ (∇H)t τij + (∇G)s σij ⊗ τij.

Die Definition der lokalen ZusammenhangsformenAij vonG undA′
ij vonH ergibt

∇u

(
σij ⊗ σ′ij

)
=

1

i

(
Aij + A′

ij

)
(σij ⊗ τij) ,

das heißtAij + A′
ij sind gerade die lokalen Zusammenhangsformen vonG ⊗ H. Also

haben wir

del(G ⊗H,∇⊗, C⊗) = del(G,∇G, CG) + del(H,∇H, CH) .

2.) Bei der Konstruktion der Dixmier-Douady-Klasse einer trivialen Gerbet
(

L
Y

)
hat-

ten wir nach Wahl vons : MU −→ Y gezeigt, dassLs = ∂−1
2 s−1L ⊗ ∂−1

1 s−1L∗ ist
und aus Schnittenσi : Ui −→ s−1L und Funktionenχij : Uij −→ U (1) die Schnitte
σij = χij ·∂∗2σi⊗∂∗1σ∗j konstruiert. Die (triviale) Dixmier-Douady-Klasse wurde so durch
den Kozykelgijk = χjk · χ−1

ik · χij erzeugt. TrägtL nun einen Zusammenhang∇, so
können wir mit dem Zusammenhangs−1∇ auf die Schnitteσi wirken und lokale Zusam-
menhangsformenhi := σ∗i (s∗∇) ∈ Ω1 (Ui) mit s∗∇ (σi) = 1

i hi ⊗ σi bestimmen. Wir
wirken außerdem mit dem Zusammenhang∇s = ∂∗2s

∗∇ + ∂∗1s
∗∇∗ auf die Schnitteσij,

und zwar zunächst mit der Leibnitzregel

∇sσij = χij · (∂∗2s∗∇+ ∂∗1s
∗∇∗)

(
∂∗2σi ⊗ ∂∗1σ

∗
j

)
+ dχij ·

(
∂∗2σi ⊗ ∂∗1σ

∗
j

)
und dann im ersten Summanden mit den Regeln (46) und (47)

(∂∗2s
∗∇+ ∂∗1s

∗∇∗)
(
∂∗2σi ⊗ ∂∗1σ

∗
j

)
=

1

i
(∂∗1hj + ∂∗2hi)⊗

(
∂∗2σi ⊗ ∂∗1σ

∗
j

)
.

Zusammen ergibt das

∇sσij =
1

i

(
∂∗1hj + ∂∗2hi −

1

i
χ−1

ij dχij

)
⊗ σij,

und wenn wir aus Bequemlichkeit die Einschränkungen∂∗1hj = hj|Uij
alshj schreiben,

haben wir die gesuchten

Aij = hj + hi −
1

i
χ−1

ij dχij.
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Die kanonische Kurvung auf dieser trivialen Gerbe istC = K (∇). Auf UntermengenUi

gilt K (s∗∇)|Ui
= dhi, und mitsi = s ◦ ∂2 bekommen wir sofort

Bi = s∗iC = ∂∗2s
∗K (∇) = K (s∗∇) = dhi.

Damit sind die lokalen Daten der trivialen Gerbe in Ausdrücken vonČech-Kohomologie

(g, A,B) = (δχ, δh− dlog(χ) ,dh) = D (χ, h) ,

sie hat also die Deligne-Klasse Null,

del
(
t
(

K
Y

)
, t (K) , K (∇)

)
= 0.

3.) Betrachten wir zwei isomorphe GerbenG undH mit Zusammenhängen∇G bzw.
∇H und KurvungenCG bzw.CH. Beide Gerben haben denselben BündelraumY , und wir
wählen Schnittesi : Ui −→ Y . Da die Kurvungen von isomorphen Gerben gleich sind,
haben wir gleiche lokale Datens∗iCG = s∗jCH. Weiter hatten wir Schnitteσij : Uij −→
Ls und Schnitteα ◦ σij : Uij −→ L definiert, die dieselben Übergangsfunktionengijk

ergeben. Weiter seienAij die durchσij definierten lokalen Zusammenhangsformen und
α : (L,∇G)−→ (K,∇H) der Isomorphismus von den hermiteschen Geradenbündeln mit
Zusammenhängen der Gerben. Nach kurzer Rechnung haben wir

(∇H)s (α ◦ σij) = (1⊗ α) (∇Gσij) = (1⊗ α)

(
1

i
Aij ⊗ σij

)
=

1

i
Aij ⊗ (α ◦ σij) ,

damit sind dieAij auch lokale Zusammenhangsformen von∇H, und die lokalen Daten
der isomorphen GerbenG undH sind gleich,

del(G,∇G, CG) = del(H,∇H, CH) .

4.) Für die zu einer GerbeG mit Zusammenhang∇ und KurvungC duale Gerbe hat-
ten wir bereits festgestellt, dass ihr TensorproduktG ⊗G∗ auch als Gerbe mit Zusammen-
hang und Kurvung isomorph zu einer trivialen Gerbe mit Zusammenhang und Kurvung
ist. Aus 1.) bis 3.) folgt dann

del(G,∇∗,−C) = −del(G,∇, C) .

Damit haben wir genug Indizien zur Formulierung des zentralen Satzes dieses Ab-
schnittes gesammelt.

SATZ 3.3O. Die Gruppe der stabilen Isomorphieklassen von Gerben mit Zusammen-
hang und Kurvung ist vermittels der Deligne-Klasse von Gerben isomorph zur Deligne-
HyperkohomologiegruppěH2(M,Z (2)•D).
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Dieser Satz wurde für Gerben in der ursprünglichen Definition von Giraud von Brylin-
ski in [Bry] gezeigt. Er erscheint außerdem im Zusammenhang mit den hier verwendeten
hermiteschen Bündelgerben in dem Artikel [MuSt] von M. K. Murray und D. Stevenson.

Beweis.Aus den Punkten 1.) bis 4.) folgt, dass stabil isomorphe Gerben mit Zusam-
menhang und Kurvung die gleiche Deligne-Klasse haben, wir können sie also als Ab-
bildung auf den stabilen Isomorphieklassen definieren. Punkt 1.) bedeutet, dass sie ein
Gruppenhomomorphismus ist.
Aus jedem gegebenen Deligne-Kozykel(g, A,B) ∈ Tot 2Č•(U,Z (2)•D) können wir eine
Gerbe mit Zusammenhang und Kurvung konstruieren, die die gegebenen lokalen Daten
hat. Die Gerbe hatten wir schon aus dem Kozykelg konstruiert, jetzt definieren wir auf
ihrem GeradenbündelL = C × (MU)

[2]
M einen Zusammenhang über jeder Zusammen-

hangskomponenteUij für jeden Schnitts : Uij −→ C durch∇ij (s) = ds ⊗1 + 1
i Aij ⊗ s.

Die Krümmung dieses Zusammenhangs ist geradeK (∇ij) = dAij. DaMU in die dis-
junkten ZusammenhangskomponentenUi zerfällt, können wir die Kurvung als Differen-
tialform aufMU auf jeder Komponente separat angeben, zum BeispielC|Ui

:= Bi. Wir
haben hier wieder den FallδMU

= δ, daher gilt(δC)ij = δBij = dAij = K (∇ij). Die
Verträglichkeit der Gruppoidstruktur (60) mit dem Zusammenhang∇ ergibt sich aus der
KozykelbedingungAjk − Aik + Aij = 1

i g
−1
ijkdgijk.

Zum Beweis der Injektivität nehmen wir eine GerbeG = (Y, L, µ) mit Zusammenhang∇
und KurvungC an, deren Deligne-Klasse Null ist. Es sei(g, A,B) ∈ Tot 2Č•(U,Z (2)•D)
ein Deligne-Kozykel, der diese Klasse repräsentiert, es gibt also ein Element(h,Π) ∈
Tot 1Č•(U,Z (2)•D) mit D(h ,Π) = (g, A,B). Unter Ausnutzung der ersten Komponente
dieser Bedingung hatten wir bereits ein hermitesches GeradenbündelJ −→ Y konstru-
iert, so dassG und t

(
J
Y

)
isomorph sind als Gerben. Jetzt müssen wir noch einen Zu-

sammenhang∇J angeben, so dassG undt
(

J
Y

)
auch als Gerben mit Zusammenhang und

Kurvung isomorph sind. In der Notation des Beweises von Satz 3.3G definieren wir auf
den lokalen GeradenbündelnJi := y−1

i L die lokalen Zusammenhänge∇i := y∗i∇+π∗Πi,
wobeiy∗i∇ ein Zusammenhang aufJi ist undπ∗Πi eine Einsform aufπ−1 (Ui). Die Defi-
nition ist so getroffen, dass die Isomorphismenφij : Ji −→ Jj sogar Isomorphismen von
hermiteschen Geradenbündeln mit Zusammenhang sind. Dazu berechnen wir

∇j (φij ◦ si) =
(
y∗j∇

) (
y∗ijµ

)
(si ⊗ tij) + π∗Πj ⊗ (φij ◦ si)

=
(
y∗ijµ

) (
si ⊗

(
y∗ij∇

)
(tij)

)
+
(
y∗ijµ

)
((y∗i∇) (si)⊗ tij) + π∗Πj ⊗ (φij ◦ si) ,

verwenden im ersten Summanden für die Wirkung des Zusammenhangs auftij = π∗(h−1
ij ·

σij) zuerst die Leibnitzregel, und dann die Definition der lokalen Zusammenhangsformen
Aij, und erhalten

(
y∗ijµ

) (
si ⊗

(
y∗ij∇

)
(tij)

)
=

1

i
π∗Aij ⊗ (φij ◦ si) + π∗

(
h−1

ij dhij

)
⊗ (φij ◦ si) .
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Darin addieren sich nach1i h
−1
ij dhij = dlog(hij) = −Πj + Πi + Aij die Terme mitAij zu

Null, während sich im gesamten Ausdruck die Terme mitΠj aufheben, und es bleibt

∇j (φij ◦ si) =
(
y∗ijµ

)
((y∗i∇) (si)⊗ tij) + π∗Πi ⊗ (φij ◦ si)

= (1⊗ φij)∇i (si) ,

das ist genau die behauptete Verträglichkeit der Bündelmorphismenφij mit den Zusam-
menhängen∇i. Beim Zusammenkleben der lokalen BündelJi zum BündelJ kleben da-
her auch die Zusammenhänge∇i zu einem Zusammenhang∇J auf J zusammen. Im
nächsten Schritt hatten wir lokale Isomorphismenηi : t (Ji) −→ (ι2i )

−1
L konstruiert.

Diese waren nichts anderes als die zurückgezogene Gruppoidstruktur, die mit dem Zu-
sammenhang∇ verträglich ist, daraus ergibt sich auch die Verträglichkeit derηi mit den
Zusammenhängent (∇i). Daher sind dieηi Isomorphismen von hermiteschen Geraden-
bündeln mit Zusammenhang, genauso ist es dann auchη : t (J) −→ L. Letztendlich ist
die Kurvung der trivialen Gerbe

K (∇J) = K (y∗i∇+ π∗Πi) = y∗iK (∇) + π∗ (dΠi)

= y∗i (∂∗2C − ∂∗1C) + π∗Bi.

Mit ∂2 ◦ yi = id und∂1 ◦ yi = si ◦ π, und der DefinitionBi := s∗iC haben wirK (∇J) =
C. Damit sind die Gerbent

(
J
Y

)
und G isomorph als Gerben mit Zusammenhang und

Kurvung, das heißt,G ist eine triviale Gerbe.

KOROLLAR 3.3P. Aus der Definition der Dixmier-Douady-Klasse einer GerbeG mit
einem Zusammenhang∇ und KurvungC und ihrer KrümmungK (∇, C) folgen

dd (G) = char (del (G,∇, C))

K (∇, C) = curv (del (G,∇, C)) .

3.4 Holonomie von Gerben im Wess-Zumino-Witten-Modell.In diesem Ab-
schnitt werden wir Holonomie von Gerben mit Zusammenhang und Kurvung definieren
und eine Möglichkeit erläutern, wie diese zur Definition physikalischer Modelle verwen-
det werden kann.

3.4.1 Holonomie von Gerben.Ausgehend von der Klassifizierung der stabilen Iso-
morphieklassen von Gerben mit Zusammenhang und Kurvung können wir nun die Holo-
nomie solcher Gerben definieren. Dazu seiG eine Gerbe überM mit Zusammenhang∇
und KurvungC. Sie definiert eine Deligne-Klasse del(G,∇, C) ∈ Ȟ2(M,Z (2)•D), für die
wir in Abschnitt 3.1.5 die Holonomie um Abbildungenφ : Σ −→ M von geschlossenen,
orientierten, zweidimensionalen MannigfaltigkeitenΣ definiert hatten. Damit setzen wir

hol (G,∇, C, φ) := hol (del(G,∇, C) , φ) .

Die Holonomie hängt damit nur von der stabilen Isomorphieklasse der Gerbe mit Zusam-
menhang und Kurvung ab.
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Wir sehen uns zwei Spezialfälle an, und zwar zuerst den Fall, dass die GerbeG trivial
ist. Dann gibt es eine Zweiform% ∈ Ω2 (M), so dasstr (%) = del(G,∇, C) ist, und die
Holonomie reduziert sich gemäß (42) auf das Integral

hol (G,∇, C, φ) = exp i
∫

Σ

φ∗%. (65)

Dann hatten wir noch die Möglichkeit betrachtet, dass die MannigfaltigkeitΣ eine drei-
dimensionale MannigfaltigkeitB umschließt, und die Abbildungφ sich stetig zu einer
Abbildungφ̃ : B −→M fortsetzen lässt. In diesem Fall haben wir mit (43) den Term

hol (G,∇, C, φ) = exp i
∫

B

φ̃∗K (∇, C) , (66)

wobei gemäß Korollar 3.3PK (∇, C) = curv (del(G,∇, C)) die Krümmung der Gerbe
ist.

Wir kommen nun zu einem Stringφ : Σ −→ M zurück, der an einen durch eine
GerbeG mit Zusammenhang∇ und KurvungC definierten String-Hintergrund koppelt.
Dann definieren wir die Amplitude im Pfadintegral durch

exp (i Skopp [φ]) := hol(G,∇, C, φ) (67)

Gemäß der voranstehenden Überlegungen bekommen wir nach (65) für ein global defi-
niertes Kalb-Ramond-FeldB mitH = dB den Ausdruck (4) und für eine Fortsetzung von
φ auf eine dreidimensionale MannigfaltigkeitB nach (66) den Wess-Zumino-Term (5),

hol (G,∇, C, φ) = exp

(
ik
∫

B

φ̃∗H

)
.

3.4.2 Das Wess-Zumino-Witten-Modell.Anhand von Gerben können wir nun eine
neue Formulierung des Wess-Zumino-Witten-Modells angehen, die gegenüber der in Ab-
schnitt 2 gegebenen Formulierung den wesentlichen Vorteil hat, dass sie nicht auf die
Existenz der dreidimensionalen MannigfaltigkeitB mit ∂B = Σ oder die Existenz der
Fortsetzung der Abbildungφ : Σ −→ G aufB angewiesen ist.

Im Abschnitt 2.2.3 haben wir gesehen, dass wir über den Levelk ∈ Z des Wess-Zu-
mino-Witten-Modells auf einer kompakten, einfachen, einfach zusammenhängenden Lie-
gruppeG eine Reihe von Dreiformen angeben können, die integrale Kohomologieklassen
repräsentieren, nämlich die VielfachenkH der kanonischen DreiformH ∈ Ω3 (G).

Wir suchen nun Gerben aufG mit Zusammenhang und Kurvung, deren Krümmung
kH ist. Gemäß Korollar 3.1G ist die Menge aller Deligne-Hyperkohomologieklassen vom
Grad2 mit dieser vorgegebenen Krümmung einH2 (G,U (1))-Torsor. Wir untersuchen
daher kurz diese Kohomologiegruppe. Gemäß des Universellen-Koeffizienten-Theorems
(19) ist

H2 (G,U (1)) = Hom (H2 (G) , U (1))⊕ Ext(H1 (G) , U (1)) .
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Da die Gruppe einfach zusammenhängend ist, folgtH1 (G) = 0, und aus Satz 2.2A folgt
H2 (G) = 0, damit verschwinden beide direkte Summanden. Damit ist für Liegruppen
des betrachteten TypsH2 (G,U (1)) = 0, es gibt also nur eine Deligne-Hyperkohomo-
logieklasse mit der vorgegebenen KrümmungkH. Daher ist im Wess-Zumino-Witten-
Modell die stabile Isomorphieklasse von Gerben mit Zusammenhang und Kurvung, die
die KrümmungkH haben, eindeutig bestimmt.

In [Ga2] und [Mei] wird explizit die Konstruktion einer GerbeG1 mit Zusammenhang
∇1 und KurvungC1 durchgeführt, die die KrümmungK (∇1, C1) = H hat. Dask-fache
Tensorprodukt dieser Gerbe mit sich selbst ergibt dann die GerbeGk = G ⊗ ... ⊗ G
mit Zusammenhang∇k = ∇ + ... + ∇ und KurvungCk = kC, die die Krümmung
K (∇k, Ck) = kH hat. Alle diese Gerben sind bis auf stabile Isomorphie eindeutig.

Dann definieren wir das Exponential des Wess-Zumino-Terms als

exp (i SWZ (φ)) = hol (Gk,∇k, Ck, φ) .

Aus diesem Ausdruck kann der Wess-Zumino-Term (24) reproduziert werden, denn wenn
wir nun die Existenz vonB und die Fortsetzbarkeit vonφ annehmen, erhalten wir gemäß
(66)

hol (Gk,∇k, Ck, φ) = exp

(
i
∫

B

φ̃∗K (∇k, Ck)

)
= exp

(
ik
∫

B

φ̃∗H.

)
den Wess-Zumino-Term zurück. Man kann ihn aber auch zum Ausgangspunkt einer Ver-
allgemeinerung des Wess-Zumino-Witten-Modells für eine größere Klasse von Liegrup-
pen machen. So gibt es bereits Konstruktionen [GaRei] von Gerben auf Gruppen, die von
SU (n) überlagert werden, und auf diskreten Quotienten wie zum BeispielSO (3).

3.4.3 Lokale Formulierung.Wir wollen auch diesen Holonomieterm bezüglich ei-
ner guten ÜberdeckungU in Ausdrücken der lokalen Daten eines Vetreters(g, A,B) ∈
Tot 2Č•(U,Z (2)•D) der Deligne-Klasse del(G,∇, C) schreiben. Die Vorgehensweise ist
dabei analog zu der in Abschnitt 3.2.5, dort hatten wir den KreisS1 in Stückesα aufgeteilt,
so dass die Bilderφ (sa) in einer der TeilmengenUi liegen. Hier besteht die Aufteilung
der FlächeΣ in einer Triangulierung vonΣ. Unter einer Triangulierung verstehen wir eine
Menge{∆α}α∈A von zusammenziehbaren Teilmengen vonΣ, die wir Dreiecke nennen,
so dass

• jeder Punkts ∈ Σ in mindestens einem der Dreiecke∆α enthalten ist.

• der Rand jedes Dreiecks∆α in drei Kantenu,v,w ⊆ Σ aufgeteilt ist, wir schreiben
∂∆α = {u, v, w}, so dass der Schnitt zweier Kanten eines Dreiecks aus genau einem
Punktp = u ∩ v besteht, diesen Punkt nennen wir Eckpunkt des Dreiecks∆α und
schreibenp ∈ ∂u oderp ∈ ∂v.

• der Schnitt zweier nichtgleicher Dreieckev = ∆α ∩∆β entweder leer, eine gemein-
same Kante, oder ein gemeinsamer Eckpunkt beider Dreiecke ist.
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Nach einem Satz von Cairns und Whitney wissen wir, dass jede Mannigfaltigkeit eine
Triangulierung erlaubt. Durch weitere Aufteilung der Dreiecke können wir immer zu einer
Triangulierung übergehen, die der ÜberdeckungU vonM untergeordnet ist in dem Sinne,
dass wir für jedes Dreieck∆α einen Indexi (α) ∈ I wählen können, so dassφ (∆α) ⊆
Ui(α) ist. Außerdem wählen wir noch für jede Kantev ⊆ Σ einen Indexi (v) ∈ I mit
φ (v) ⊆ Ui(v) und für jeden Eckpunktp ∈ Σ einen Indexi (p) mit p ∈ Ui(p).

Die Orientierung vonΣ induziert auf jedem Dreieck∆α ⊆ Σ eine Orientierung.
Jedes Dreieck induziert wiederum auf jeder seiner Kanten eine Orientierung. Istv die
gemeinsame Kante von zwei Dreiecken∆α und∆β, so folgt, dass die Orientierungen, die
von∆α und von∆β aufv induziert werden, nicht-äquivalent sind. Mit diesen Notationen
lautet die Holonomieformel (41):

hol (G,∇, C, φ) = exp
∑
α∈A

∫
∆α

%.

Die Zweiform % ∈ Ω2 (Σ) ist dabei so gewählt, dass die Klassentr (%) =
[(1, 0, r (%))] undφ∗ [(g, A,B)] gleich sind. Das bedeutet, dass es ein Element(f,m) ∈
Tot 1Č•(U,Z (2)•D) gibt, so dass

φ∗ (g, A,B) + D (f,m) = (1, 0, r (%)) (68)

ist. Wir entnehmen in der dritten Komponente von (68)%|∆α
= (%V)i(α) =

φ∗Bi(α)+dmi(α). Unter Verwendung des Stokesschen Satzes ist dann∫
∆α

% =

∫
∆α

φ∗Bi(α) + dmi(α) =

∫
∆α

φ∗Bi(α) +
∑

v∈∂∆α

∫
v∈∂∆α

mi(α).

Die zweite Komponente von (68) lautetmi = mj + φ∗Aij+ dlog(f)ij für i, j ∈ I mit
Ui ∩ Uj 6= ∅. Das ergibt∫

v∈∂∆α

mi(α) =

∫
v∈∂∆α

mi(v) + φ∗Ai(α),i(v) + dlog(f)i(α),i(v) .

Wir nutzen nun aus, dass jede Kantev Kante von genau zwei Dreiecken∆α und∆β ist,
hier geht also ein, dassΣ keinen Rand hat. In der Summe über alle Kanten,∑

α∈A

∑
v∈∂∆α

∫
v∈∂∆α

mi(v) (69)

taucht jede Kantev demnach genau zweimal auf, und zwar - nach unserer Indexänderung
- mit gleichem Indexi (v). Wie wir aber schon festgestellt hatten, werden aufv vom Drei-
eck∆α und vom Dreieck∆β nicht-äquivalente Orientierungen induziert, deshalb haben
die Integrale überv entgegengesetzte Vorzeichen, und die Summe (69) verschwindet.



Damit haben wir (41) umgeformt zu

exp
∑
α∈A

∫
∆α

% =
∏
a∈A

exp

∫
∆α

φ∗Bi(α)

·
∏

v∈∂∆α

exp

∫
v

(
φ∗Ai(α),i(v) + dlog(f)i(α),i(v)

)
.

Wir verwenden nun wieder den Stokesschen Satz und rechnen

exp

∫
v

d log fi(α),i(v) =
∏
p∈∂v

f
ε(α,v,p)
i(α),i(v),

dabei istε (α, v, p) ∈ {−1; 1} positiv, wennp Endpunkt der Kantev bezüglich der über
∆α induzierten Orientierung ist, und negativ, wennp der Anfangspunkt ist. Zuletzt ver-
wenden wir noch die erste Komponente von (68), aus dieser entnehmen wir nämlich
fij = φ∗g−1

ijk · fik · f−1
jk . Das ergibt das Produkt∏

p∈∂v

f
ε(α,v)
i(α),i(v) =

∏
a∈A

∏
v∈∂∆α

∏
p∈∂v

φ∗g
−ε(α,v,p)
i(α),i(v),i(p) · f

ε(α,v,p)
i(α),i(p) · f

−ε(α,v,p)
i(v),i(p) .

In diesem Produkt tritt für jedesα ∈ A jeder Punktp ∈ ∆α genau zweimal auf, näm-
lich einmal als Endpunkt einer Kantev, und einmal als Anfangspunkt der anschließen-
den Kantev’. Die Termef ε(α,v)

i(α),i(p) multiplizieren sich also für jedesα zu 1, nachdem
ε (α, v, p) = −ε (α, v′, p) ist. Betrachten wir weiter zwei Dreiecke∆α und ∆β mit ge-
meinsamer Kantev. Da auf v nicht-äquivalente Orientierungen induziert werden, ist
ein Eckpunktp ∈ ∂v in der durch∆α induzierten Orientierung z.B. Anfgangspunkt,
und in der durch∆β induzierten Orientierung Endpunkt, das heißt in jedem Fall ist
ε (α, v, p) = −ε (β, v, p). Damit multiplizieren sich auch die Termef−ε(α,v,p)

i(v),i(p) zu1.
Es verbleibt die folgende Formel,

hol (G,∇, C, φ) =
∏
a∈A

exp

∫
∆α

φ∗Bi(α)

·
∏

v∈∂∆α

exp

∫
v

φ∗Ai(α),i(v) ·
∏
p∈∂v

φ∗g
−ε(α,v,p)
i(α),i(v),i(p),

sie involviert wie gewünscht nur die lokalen Daten vonξ. Diese Formel taucht schon
1985 bei O. Alvarez auf [Al] und wurde von K. Gawȩdzki und N. Reis als Holonomie
einer Gerbe interpretiert [GaRei]. A.L. Carey, S. Johnson und M.K. Murray haben gezeigt
[CaJoMu], dass sie sich, wie bei uns, nach Wahl von Überdeckung und Triangulierung aus
der allgemeinen Definition von Holonomie einer Deligne-Klasse ergibt.
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lechts und rinks
kann man nicht velwechsern
- werch ein Illtum!

Ernst Jandl

4 Nichtorientierbare Weltflächen

In Stringtheorien vom Typ I müssen wir uns mit nichtorientierbaren Weltflächen aus-
einandersetzen. Dabei kommt es vor allem dadurch zu Problemen, dass Integrale von
Differentialformen über nichtorientierbaren Mannigfaltigkeiten nicht wohldefiniert sind.
Das betrifft unter anderem die Wirkungsfunktionale physikalischer Theorien, in unserem
Fall vor allem den Wess-Zumino-Term.

Zum rechnerischen Umgang mit nichtorientierbaren MannigfaltigkeitenΣ wird in der
algebraischen Topologie das Orientierungsbündel, ein reelles, eindimensionales Vektor-
bündel überΣ, eingeführt. Vom Begriff der Differentialform als Schnitt im Formenbündel
gehen wir nun zu dem einer Dichte über, dies sind Schnitte im Tensorprodukt des Formen-
bündels mit dem Orientierungsbündel. Dichten verstehen wir so als eine verallgemeinerte
Art von Differentialformen, von der sich herausstellen wird, dass ihr Integral auch über
nichtorientierbare Mannigfaltigkeiten wohldefiniert ist.

Nun sind wir in Abschnitt 2.3.3 zu dem Schluss gekommen, dass wir das Wess-Zu-
mino-Witten-Modell als eine Theorie von Abbildungen des doppelten Überlagerungsrau-
mesΣ̂ betrachten müssen, die eine bestimmte Symmetrie erfüllen. Das haben wir für
orientierbare Weltflächen getan und konnten nach Wahl einer globalen Orientierung die
übliche Theorie mit Abbildungenφ : Σ −→ G reproduzieren. Auf nichtorientierbaren
Weltflächen können wir eine solche globale Orientierung nicht wählen, werden also mit
Abbildungenφ̂ : Σ̂ −→ G weiterarbeiten.

Im anschließenden Abschnitt 4.1 werden wir den doppelten Überlagerungsraum von
Σ und Dichten aufΣ definieren. Dann werden wir beide Begriffe kombinieren und eine
uns aus der Literatur nicht bekannte Verbindung zwischen Differentialformen auf dem
doppelten Überlagerungsraum̂Σ und Dichten aufΣ erarbeiten.

In Abschnitt 4.2 wenden wir uns physikalischen Theorien auf nichtorientierbaren
Weltflächen, insbesondere dem Wess-Zumino-Witten-Modell, zu. Als Voraussetzung zur
Behandlung solcher Theorien gehen wir davon aus, dass ein String-Hintergrund einer
Theorie mit orientierbarer Weltfläche durch eine Gerbe mit Zusammenhang und Kurvung
bestimmt wird, eine solche aber zur Definition eines String-Hintergrundes für Theorien
mit nichtorientierbarer Weltfläche nicht ausreicht. Wir werden deshalb vorschlagen, eine
weitere Zusatzstruktur für eine Gerbe mit Zusammenhang und Kurvung zu definieren,
die wir Jandl-Struktur nennen und die damit den Namen des Autors des obenstehenden
Vierzeilers trägt.
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Wir werden schließlich in Abschnitt 4.2.3 einen durch eine Gerbe mit Zusammen-
hang, Kurvung und Jandl-Struktur definierten String-Hintergrund auf einem Torus mit
bekannten, aus einem völlig anderen Zugang gefundenen Resultaten vergleichen und eine
Übereinstimmung finden. In Abschnitt 4.2.4 untersuchen wir das Wess-Zumino-Witten-
Modell mit nichtorientierbarer Weltfläche in einem durch eine Gerbe mit Zusammenhang,
Kurvung und Jandl-Struktur gegebenen String-Hintergrund.

4.1 Dichten auf nichtorientierbaren Mannigfaltigkeiten. Wir definieren das Ori-
entierungsbündel über einer MannigfaltigkeitΣ und geben dann eine präzise Definition
des schon im Abschnitt 2.3.2 verwendeten doppelten ÜberlagerungsraumesΣ̂ einer Man-
nigfaltigkeitΣ an. Insbesondere wird diese Definition auch für nichtorientierbare Mannig-
faltigkeiten gültig sein. Dann werden wir die Schwierigkeiten der Integration auf nicht-
orientierbaren Mannigfaltigkeiten besprechen, und den Begriff einer Dichte einführen.
Dieser Themenbereich wird in der Literatur nur sehr spärlich behandelt; die Definition
von Dichten findet man zum Beispiel bei R. Bott und L.W. Tu [BoTu] oder bei S. Lang
[La], der außerdem auch den doppelten Überlagerungsraum einführt.

In Abschnitt 4.1.3 werden wir die angekündigte Verbindung zwischen Dichten auf
einer MannigfaltigkeitΣ und bestimmten Differentialformen auf dem doppelten Überla-
gerungsraum̂Σ aufzeigen. Anhand dieser Verbindung können wir eine leicht handzuha-
bende Integrationsvorschrift für Dichten angeben.

4.1.1 Der doppelte Überlagerungsraum.Bei der noch vorzunehmenden Definition
von Dichten auf der nun möglicherweise nicht orientierbaren MannigfaltigkeitΣ spielt
das Orientierungsbündel eine zentrale Rolle. Wir werden es außerdem zur Konstruktion
des doppelten Überlagerungsraumes verwenden.

Wir werden uns in diesem Abschnitt auf zusammenhängende Mannigfaltigkeiten ein-
schränken; eine Verallgemeinerung ist nicht schwierig, aber bringt keinen Informati-
onsgewinn. Dazu wählen wir einen Atlas{(Ui, ϕi)}i∈I von Σ, mit einer Überdeckung
U = {Ui}i∈I und Koordinatenabbildungenϕi : Ui −→ Rn, so dass dieϕi als Abbil-
dungen vonUi in ihren BildbereichVi ⊆ Rn Homöomorphismen sind. Die zweifachen
Schnittmengen der KoordinatenumgebungenUi sollen zusammenhängend sein, so wie es
zum Beispiel für eine gute Überdeckung der Fall ist. Die Kartenwechselabbildungen

hij = ϕi ◦ ϕ−1
j : ϕj (Ui ∩ Uj) −→ ϕi (Ui ∩ Uj)

sind auf offenen Untermengen desRn definierte Homöomorphismen, deren Jacobi-Ma-
trizen J (hij) : ϕj (Ui ∩ Uj) −→ Rn×n, die sich wie üblich aus den zweiten partiel-
len Ableitungen zusammensetzen, demnach nicht-entartet sind. Die Determinante dieser
Matrizen ist also eine glatte Funktiondet (J (hij)) : ϕj (Ui ∩ Uj) −→ R× = R\ {0},
insbesondere ist sie im ganzen Definitionsbereich entweder positiv oder negativ. Uns in-
teressiert nur das Vorzeichen sgn(det (J (hij))) ∈ {−1; 1}, das nämlich angibt, ob die
Kartenwechselabbildunghij orientierungserhaltend oder -umkehrend ist.

Wir definieren einen Satz von Übergangsfunktionengij : Ui ∩ Uj −→ R× durch
gij := sgn(det (J (hij))) und konstruieren daraus analog zu der in Abschnitt 3.2.2 ange-
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gebenen Konstruktion eines hermiteschen Geradenbündels ein reelles Vektorbündel vom
Rang eins, nämlich

Θ :=

(∐
i∈I

Ui × R

)
/ (x, i, r) ∼ (x, j, gij (x) · r) (70)

mit Projektionπ ([x, r]) := x. Dieses Vektorbündel ist unabhängig von der Wahl des
Atlas’ und heißt das Orientierungsbündel vonΣ. Es ist faserweise durch die Betragsfunk-
tion auf R mit einer Metrik ausgestattet. Unter den vielen äquivalenten Möglichkeiten,
Orientierbarkeit von Mannigfaltigkeiten zu definieren, geben wir hier die folgende

DEFINITION 4.1A . Eine MannigfaltigkeitΣ heißt orientierbar, wenn das Orientie-
rungsbündelπ : Θ −→ Σ ein triviales Bündel ist.

Die Definition ist unmittelbar äquivalent dazu, dass eine orientierbare Mannigfaltig-
keit einen Atlas besitzt, in dem alle Kartenwechselabbildungen orientierungserhaltend
sind.

Wir konstruieren nun den doppelten Überlagerungsraum als das Unterbündelπ̂ :
Σ̂ −→ Σ von Θ, das aus den Elementen vonΘ mit Einheitslänge besteht. Bezüglich
der ÜberdeckungU können wir auch

Σ̂ :=

(∐
i∈I

Ui × {−1; 1}

)
/ (x, i, r) ∼ (x, j, gij (x) · r) (71)

schreiben. Die Fasern̂Ui := π̂−1 (Ui) über den TeilmengenUi bilden eine offene Überde-
ckung vonΣ̂ und sind nach Konstruktion̂π−1 (Ui) = Ui ×{−1; 1}, zerfallen also in zwei
disjunkte Komponenten

Si (z) = {(x, z) | x ∈ Ui}

für z ∈ {−1; 1}. Damit ist der Bündelraum̂Σ per Definition ein Überlagerungsraum von
Σ vom Grad2.

Zwischen den beiden Zusammenhangskomponenten haben wir punktweise die Wech-
selabbildungenSi (z) −→ Si (−z), diese definieren lokale Involutionenσi : Ûi −→ Ûi.
Sie sind mit der Äquivalenzrelation in (71) verträglich und kleben damit zu einer glo-
balen Abbildungσ : Σ̂ −→ Σ̂ zusammen. Nachdem̂π auf den ersten Faktor in
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Ûi = Ui × {−1; 1} projiziert, gilt π̂ ◦ σ = π̂.

Si(−1)

Ui

Si(1)

xσ σ

π̂

π̂

Wir können nun den Fall einer orientierbaren MannigfaltigkeitΣ als Spezialfall be-
trachten. Das Orientierungsbündel und der doppelte Überlagerungsraum sind triviale
Bündel, alsoΘ = Σ × R und Σ̂ = Σ × {−1; 1}. Der doppelte Überlagerungsraum zer-
fällt also global in zwei Zusammenhangskomponenten, die wir schon in Abschnitt 2.3.2
kennengelernt und als Blätter bezeichnet haben.

Orientierungen betrachten wir nun als Schnitte in den doppelten Überlagerungsraum.
Eine lokale Orientierung über eine offenen UntermengeU sehen wir also als stetige Ab-
bildung orU : U −→ Σ̂, so dasŝπ◦orU die Identität aufU ist. WennΣ orientierbar ist,
können wir globale Schnitte wählen, und wennΣ zusätzlich orientiert ist, so wird ein sol-
cher globaler Schnitt orΣ : Σ −→ Σ̂ ausgewählt, so wie wir es auch schon in Abschnitt
2.3.3 getan haben.

Über die Orientierbarkeit des doppelten Überlagerungsraumes geben wir noch das
folgende

LEMMA 4.1B. Der doppelte Überlagerungsraum einer beliebigen Mannigfaltigkeit
ohne Rand ist orientierbar.

Beweis.Auf dem doppelten Überlagerungsraum einer MannigfaltigkeitΣ lebt ein ka-
nonisches Normalenvektorfeld, das vom jeweiligen Blatt aus nachM weist. Da der dop-
pelte Überlagerungsraum lokal überall so aussieht wie in der obenstehenden Skizze, ist
seine Richtung glatt vorgegeben, und es verschwindet nirgends.

4.1.2 Integration auf nichtorientierbaren Mannigfaltigkeiten.Wir behalten den Atlas
{(Ui, ϕi)}i∈I der MannigfaltigkeitΣ mit Kartenwechselabbildungenhij bei und betrach-
ten eine Differentialformω ∈ Ωk (Σ) als Schnitt im Formenbündel,ω ∈ Γ

(
ΛkT ∗Σ

)
.

Üblicherweise definiert man das Integral einer topdimensionalen Form überΣ über eine
dem Atlas untergeordnete Partition der Eins%i, und zwar durch ([BoTu], Prop. 3.3)∫

Σ

ω :=
∑
i∈I

∫
Vi

(
ϕ−1

i

)∗
%iω. (72)
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Die Übergangsfunktionen des Formenbündels bezüglich der ÜberdeckungU von Σ sind
gegeben durchtij = det(J (hij))

−1, beim Wechseln zwischen zwei KartenUi undUj mit
orientierungsumkehrender Kartenwechselabbildung, das heißttij < 1, tritt auch zwischen
den Beiträgen der Integrale überUi bzw.Uj zur Summe in (72) ein unterschiedliches Vor-
zeichen auf. In dieser Summe heben sich also unkontrolliert Beiträge auf, oder addieren
sich fälschlicherweise.

Die hinter der Definition von Dichten stehende Idee ist, das Formenbündel so zu mo-
difizieren, dass seine Übergangsfunktionen auch beim Kartenwechsel mit einer orientie-
rungsumkehrenden Kartenwechselabbildung positives Vorzeichen haben. Dazu bietet sich
das Tensorprodukt mit dem Orientierungsbündel an, dieses Bündel hat nämlich dann die
Übergangsfunktionen

t′ij = det(J (hij))
−1 · sgn(det(J (hij))) =

1

|det(J (hij))|
,

die unabhängig von den Eigenschaften der Kartenwechselabbildungenhij immer positi-
ves Vorzeichen liefern. Das so konstruierte BündelΛkT ∗Σ⊗R Θ heißt dask-Dichtenbün-
del überΣ. Den Vektorraum der globalen Schnitte bezeichnen wir mitΩk (Σ,Θ), einen
Schnitt selbst nennen wir Dichte.

Formal wird das Integral über eine topdimensionale Dichteω ∈ Ωk (Σ,Θ) genau
durch (72) definiert, im Fall von Dichten ist das Integral aber invariant unter allen, auch
orientierungsumkehrenden, Diffeomorphismen des Basisraumes, und daher wohldefiniert
([BoTu] §7).

4.1.3 Dichten und Formen auf dem doppelten Überlagerungsraum.Wir haben nun
Dichten auf der eventuell nicht orientierbaren MannigfaltigkeitΣ kennengelernt, und den
stets orientierbaren doppelten ÜberlagerungsraumΣ̂. Wir können Dichten überΣ inte-
grieren und Differentialformen über̂Σ. In diesem Abschnitt werden wir einen Zusam-
menhang zwischen Dichten aufΣ und bestimmten Differentialformen auf̂Σ erarbeiten,
der das Arbeiten mit Dichten wesentlich vereinfacht, wie wir in den darauf folgenden
Abschnitten feststellen werden. Zu den Aussagen in diesem Abschnitt liegt uns keine
Literatur vor, obwohl sie sehr elementar zu sein scheinen.

Die unserem Zusammenhang zwischen Formen und Dichten zugrundeliegende Idee
ist, das OrientierungsbündelΘ überΣ, in dem die Dichten ihre Werte annehmen, mit
der Projektion̂π : Σ̂ −→ Σ zu einem Bündel̂π−1Θ überΣ̂ zurückzuziehen. Die Dich-
ten ziehen wir in ihrer Eigenschaft als Schnitte ebenfalls zurück zu Schnitten im Bündel
π̂−1Θ, und werden sie dann mit Differentialformen identifizieren. In dem kommutativen
Diagramm

π̂−1Θ
∂1 //

∂2

��

Θ

π

��
Σ̂

π̂ // Σ
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ist das zurückgezogene Orientierungsbündel die Mannigfaltigkeit

π̂−1Θ =
{

(x̂, t) ∈ Σ̂×Θ | π̂ (x̂) = π (t)
}

.

Wir werden nun zeigen, dass dieses Bündel trivial ist, und konstruieren dazu einen Iso-
morphismusΦ : π̂−1Θ −→ Σ̂ × R von rellen Geradenbündeln. Wir verwenden wieder
den Atlas{Ui, ϕi}i∈I aus der Konstruktion des Orientierungsbündels und betrachten ei-
ne KoordinatenumgebungUi ⊆ Σ und ihre Faser̂Ui = π̂−1 (Ui) ⊆ Σ̂ im doppelten
Überlagerungsraum. Über dieser Menge haben wir nun die Faser∂−1

2 (Ûi) ⊆ π̂−1Θ des
zurückgezogenen Bündels, die aus Paaren(x̂, t) ∈ π̂−1Θ mit x̂ ∈ Ûi und t ∈ π−1 (Ui)
besteht. Über̂Ui = Ui × Z2 undπ−1 (Ui) = Ui × R identifzieren wirx̂ = (xi, zi) und
t = (x′i, ri), wobei die Bedingungπ (t) = π̂ (x̂) geradexi = x′i bedeutet. Wir definieren
zunächst lokale Homöomorphismen

Φi : ∂−1
2 (Ûi) −→ Ûi × R : (x̂, t) 7−→ (x̂, ziri) ,

deren Inverse einem Element(x̂, r) mit x̂ = (xi, zi) undr ∈ R das ElementΦ−1
i (x̂, r) =

(x̂, (xi, zir)) zuordnen. Sehen wir uns nun einen Punkt(x̂, t) in einer Schnittmenge
∂−1

2 Ûi ∩ ∂−1
2 Ûj an. Wir identifizieren in der Faser∂−1

2 Ûi wieder x̂ = (xi, zi) und
t = (xi, ri) und genauso für die Faser∂−1

2 Ûj. Bezüglich der Äquivalenzrelation in (70)
ist zi = gij (xi) · zj undri = gij (xi) · rj. Da aber in jedem Fallg2

ij (xi) = 1 ist, haben wir
ziri = zjrj und daherΦi (x̂, t) = Φj (x̂, t). Die lokalen HomöomorphismenΦi kleben
daher zu einem globalen HomöomorphismusΦ : π̂−1Θ −→ Σ̂ × R zusammen, dieser
erfüllt ∂2 ◦ Φ = ∂2 und ist damit ein Isomorphismus von reellen Vektorbündeln.

π̂−1Θ
Φ //

∂2

��

Σ̂× R
∂2

��

Σ̂ Σ̂

Es sei nunω ∈ Ωk (Σ,Θ) eine Dichte, also ein Schnitt im BündelΛkT ∗Σ⊗R Θ über
Σ. Über einer der KoordinatenumgebungenUi läßt sie sich schreiben als

ω|Ui
=
∑
α∈A

ωαi ⊗ sαi (73)

mit lokalen Formenωαi ∈ Ωk (Ui) und lokalen differenzierbaren Schnittensαi ∈
Γ (Ui,Θ), wobei das Tensorprodukt überC∞ (Ui) zu nehmen ist. Wir ziehen alle For-
men und Schnitte mit̂π : Ûi −→ Ui zurück. Im ersten Fall definiert das Zurückziehen
von Differentialformen lokale Formen̂π∗ωαi ∈ Ωk(Ûi). Im zweiten Fall bekommen wir
Schnitteπ̂∗sαi : Ûi −→ π̂−1Θ, die wir aber mit dem BündelisomorphismusΦ zu Schnit-
tenΦ ◦ π̂∗sαi : Ûi −→ R× Σ̂ im trivialenR-Bündel über̂Σ umwandeln. Dann definieren
wir durch

τi (ω) :=
∑
α∈A

π̂∗ωαi ⊗ (Φ ◦ π̂∗sαi) (74)
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einen lokalen Schnitt im BündelΛkT ∗Σ̂ ⊗R R. Da wir die lokale Darstellung (73) durch
Einschränkung eines global definierten Schnittes gewonnen haben, und nur mit den glo-
bal definierten, stetigen Abbildungen̂π∗ undΦ operiert haben, kleben dieτi (ω) wieder
zu einem globalen Schnittτ (ω) zusammen. Da wirΛkT ∗Σ̂ ⊗R R kanonisch mit dem
FormenbündelΛkT ∗Σ̂ überΣ̂ identifizieren können, haben wir so eine Differentialform
τ (ω) ∈ Ωk(Σ̂) definiert.

Das definiert eine Abbildung

τ : Ωk (Σ,Θ) −→ Ωk(Σ̂),

die den gewünschten Zusammenhang zwischen Dichten aufΣ und Differentialformen auf
Σ̂ herstellt. Den Rest dieses Abschnittes verbringen wir damit, zwei wichtige Eigenschaf-
ten dieser Abbildung zu zeigen. Zunächst sehen wir in dem anschließenden Lemma, dass
nur sehr spezielle Differentialformen auf dem doppelten Überlagerungsraum von Dichten
aufΣ abstammen.

LEMMA 4.1C. Differentialformenϕ̂ ∈ Ωk(Σ̂) im Bild vonτ wechseln beim Zurück-
ziehen durch die Involutionσ : Σ̂ −→ Σ̂ ihr Vorzeichen; für alleϕ̂ ∈ im (τ) gilt also

σ∗ϕ̂ = −ϕ̂.

Beweis.Es seiϕ̂ ∈ Ωk(Σ̂) eine Differentialform im Bild der Abbildungτ , undϕ ∈
Ωk (Σ,Θ) eine Dichte mitϕ̂ = τ (ϕ). Dann haben wir lokal auf einer offenen Untermenge
Ûi die Zerlegung (74), nämlich

ϕ̂|Ûi
:=
∑
α∈A

π̂∗ϕαi ⊗ (Φ ◦ π̂∗sαi) .

Daσ faserweise auf̂Σ operiert, alsoσ(Ûi) = Ûi ist, können wir das Zurückziehen mitσ
lokal aufÛi betrachten, dort ist

σ∗ϕ̂|Ûi
=
∑
α∈A

σ∗π̂∗ϕαi ⊗ σ∗ (Φ ◦ π̂∗sαi) . (75)

Im ersten Faktor des Tensorprodukts haben wirσ∗π̂∗ϕi = (π̂ ◦ σ)∗ ϕi = π̂∗ϕi. Im zweiten
Faktor müssen wir den lokalen SchnittΦ ◦ π̂∗sαi : Ûi −→ Σ̂× R zurückziehen zu einem
lokalen Schnitt im Bündelσ−1(Σ̂ × R). Per Definition besteht es aus Tripeln(x̂, ŷ, r),
wobei (ŷ, r) ∈ Σ̂ × R ist und x̂ ∈ Σ̂, so dassσ (ŷ) = x̂ ist. Wir können es durch die
Abbildung∂2 : σ−1(Σ̂ × R) −→ Σ̂ × R, die auf die Identität von̂Σ projiziert und damit
ein Isomorphismus von trivialen Bündeln ist, kanonisch mitΣ̂ × R identifizieren. Wenn
wir die Zahlr ∈ R definieren durch(Φ ◦ π̂∗sαi) (x̂) = (x̂, r), dann ist

σ∗ (Φ ◦ π̂∗sαi) (x̂) = (x̂, (Φ ◦ π̂∗sαi) (σ (x̂))) = (x̂, x̂,−r) .

Wir identifizieren alsoσ∗ (Φ ◦ π̂∗sαi) mit dem Schnitt−Φ ◦ π̂∗sαi : Ûi −→ Σ̂ × R;
im Tensorprodukt (75) tritt also in jedem Summanden ein Faktor−1 auf, so dass wir
σ∗ϕ̂|Ûi

= − ϕ̂|Ûi
haben.
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Wir bezeichnen die Menge der Formen̂ϕ ∈ Ωk(Σ̂), die beim Zurückziehen mitσ
ihr Vorzeichen wechseln, mitΩk(Σ̂)−. Das voranstehende Lemma besagt, dassτ eine
Abbildungτ : Ωk(Σ,Θ) −→ Ωk(Σ̂)− ist. Mit dem nächsten Lemma präzisieren wir diese
Aussage.

LEMMA 4.1D. Die Abbildungτ : Ωk (Σ,Θ) −→ Ωk(Σ̂)− ist ein Isomorphismus von
R-Vektorräumen.

Beweis.τ ist eine lineare Abbildung, deren Surjektivität wir konstruktiv zeigen. Es sei
alsoϕ̂ ∈ Ωk(Σ̂)−, das heißtσ∗%̂ = −%̂. Wir betrachten sie auf einer offenen Untermenge
Ûi = Ui × Z2, die aus den beiden ZusammenhangskomponentenSi (1) undSi (−1) be-
steht. Mit den beiden Abbildungenri,z : Ui −→ Si (z) für z ∈ Z2 ziehen wir sie zurück zu
Formenϕi,z := r∗i,zϕ̂ ∈ Ωk (Ui). Außerdem definieren wir lokale Schnittesi,z : Ui −→ Θ
durchsi,z (x) = (x, z) ∈ π−1 (Ui) für z ∈ Z2 ⊆ R. Dann definiert

ϕ|Ui
:=

1

2

∑
z=−1,1

ϕi,z ⊗ si,z

eine Dichte aufΣ. Wir wendenτ an und haben dazu die Formenπ̂∗ϕi,z und die Schnitte
Φ◦ π̂∗si,z zu untersuchen. Für die ersteren istπ̂∗ϕi,z = (ri,z ◦ π̂)∗ ϕ̂, wobei die Abbildung
ri,z ◦ π̂ definitionsgemäß auf den beiden Zusammenhangskomponenten folgendermaßen
wirkt:

(ri,z ◦ π̂)|Ûi
(x̂) =

{
x̂ für x̂ ∈ Si (z)
σ (x̂) für x̂ ∈ Si (−z)

Unter Verwendung der Voraussetzungσ∗ϕ̂ = −ϕ̂ ist daher auf der Zusammenhangskom-
ponenteSi (z

′) geradêπ∗ϕi,z = z′z · ϕ̂. Jetzt betrachten wir noch die SchnitteΦ ◦ π̂∗si,z.
Hier gilt für ein x̂ ∈ Si (z

′) gemäß der Definition des IsomorphismusΦ die Beziehung
(Φ ◦ π̂∗si,z) (x̂) = Φ (x̂, (π̂ (x̂) , z)) = (x̂, z′z). Wir fassen beide Ergebnisse zusammen
und haben

τ (ϕ)|Si(z′)
=

1

2

∑
z=−1,1

z′z · ϕ̂|Si(z′)
⊗ z′z = ϕ̂|Si(z′)

,

das heißtτ (ϕ) = ϕ̂.
Zum Beweis der Injektivität seiϕ ∈ Ωk (Σ,Θ) eine Dichte. Wir betrachten sie punktweise
an einem Punktx ∈ Σ, nämlich

ϕ|x =
∑
α∈A

sαi (x) · ϕαi|x .

Wir betrachten die dazugehörige Differentialformτ (ϕ) ebenfalls punktweise an einem
der beiden Punktêx ∈ Σ̂ in der Faser überx, alsoπ̂ (x̂) = x, und nehmenτ (ϕ)|x̂ = 0
an. Dann gilt

0 = τ (ϕ)|x̂ =
∑
α∈A

(Φ ◦ π̂∗sαi) (x̂) · (π̂∗ϕαi)|x̂ =
∑
α∈A

Φ (sαi (x)) · ϕαi|x ,
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und daΦ faserweise eine lineare Abbildung ist, auch

Φ

(∑
α∈A

sαi (x) · ϕαi|x

)
= Φ (ϕ|x) = 0.

NachdemΦ zusätzlich ein Isomorphismus ist, haben wir schonϕ|x = 0, die Abbildungτ
ist daher injektiv.

4.1.4 Integration von Dichten.Anhand der Identifizierung von Dichten aufΣ mit be-
stimmten Differentialformen auf dem doppelten ÜberlagerungsraumΣ̂ können wir das
Integral über eine Dichte% ∈ Ωk (Σ,Θ) auch bezüglich einer Triangulierung vonΣ an-
schreiben. Wir beschränken uns hier auf den für uns wichtigen Fall einer zweidimensiona-
len Mannigfaltigkeit, obwohl wir natürlich auch höher dimensionale Mannigfaltigkeiten
triangulieren könnten.

Bei der Triangulierung verwenden wir soweit wie möglich die Konventionen aus Ab-
schnitt 3.4.1, wir wählen also zunächst wieder unsere offene ÜberdeckungU = {Ui}i∈I

und eine Menge von Dreiecken{∆α}α∈A, die dieser Überdeckung untergeordnet ist, wir
haben also einen Indexi (α) ∈ I für jedes Dreieck, so dass∆α ⊆ Ui(α) ist. Im Unterschied
zu der in Abschnitt 3.4.1 besprochenen Triangulierung können wir hier nicht von einer
Orientierung der Mannigfaltigkeit lokale Orientierungen der Dreiecke induzieren, da wir
nun von einer im Allgemeinen nicht orientierbaren Mannigfaltigkeit ausgehen. Wir müs-
sen also die benötigten lokalen Orientierungen separat wählen, wobei wir sie sofort als
lokale Schnitte orα : Ui(α) −→ Σ̂ in den doppelten ÜberlagerungsraumΣ̂ ansehen. Dann
notieren wir{∆α,orα}α∈A als Triangulierung der nichtorientierbaren MannigfaltigkeitΣ.

Es sei nun̂% := τ (%) ∈ Ω2(Σ̂) die der zu integrierenden Dichte entsprechende Dif-
ferentialform auf dem doppelten Überlagerungsraum. Ihre Einschränkungen ergeben auf
jeder TeilmengeUi lokale Formen̂%i ∈ Ω2 (Ui). Das Integral über die Dichte% teilen wir
damit so auf, dass wir jedes Dreieck mit der gewählten, lokalen Orientierung ausstatten,
und die lokalen Differentialformen über dieses Gebiet integrieren,∫

Σ

% =
∑
α∈A

∫
orα(∆α)

%̂α.

Wir sehen hier explizit, dass das Integral unabhängig von den gewählten, lokalen Orien-
tierungen ist, denn hätten wir auf irgendeiner TeilmengeUi(α) statt orα die andere Orien-
tierung, nämlichσ◦orα gewählt, so hätte dieser Summand denselben Beitrag, nämlich∫

σ(orα(∆α))

%̂α = −
∫

orα(∆α)

σ∗%̂α =

∫
orα(∆α)

%̂α, (76)

geliefert. Dabei geht ein, dassσ eine orientierungsumkehrende Abbildung ist, und das In-
tegral über eine Differentialform unter orientierungsumkehrenden Transformationen das
Vorzeichen wechselt.
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Wir können hier eine interessante Folgerung anschließen, und setzen aus der Tri-
angulierung vonΣ eine Triangulierung des doppelten ÜberlagerungsraumesΣ̂ zusam-
men. Dazu nehmen wir die Dreiecke orα (∆α) ⊆ Ûi(α) zusammen mit den Dreiecken
σ (orα (∆α)) ⊆ Ûi(α), die den gesamten Raum überdecken. Die Integrale der Differential-
form %̂α über die Dreiecke orα (∆α) undσ (orα (∆α)) sind gemäß (76) gleich, wir folgern
also ∫

Σ

% =
1

2

(∑
α∈A

∫
orα(∆α)

%̂α +

∫
σ(orα(∆α))

%̂α

)
.

Dann steht in der Klammer nichts anderes das Integral der Differentialform%̂ über den
doppelten Überlagerungsraum, aufgeteilt in eine Triangulierung vonΣ̂. Damit ist∫

Σ

% =
1

2

∫
Σ̂

%̂. (77)

Wir können auch jederzeit den Spezialfall einer orientierbaren FlächeΣ betrachten, in
demΣ̂ aus zwei disjunkten Blättern besteht. Dann ist der Zusammenhang zwischen den
Integralen offensichtlich.

4.2 Gerben mit Jandl-Strukur. In den letzten beiden Abschnitten 4.2.3 und 4.2.4
wollen wir zwei konkrete physikalische Modelle auf nichtorientierbaren Weltflächen un-
tersuchen, und in beiden Fällen einen String-Hintergrund durch eine GerbeG über dem
ZielraumM mit Zusammenhang und Kurvung vorgeben. Da es bisher nicht gelungen ist
eine Theorie auf nichtorientierbaren Weltflächen durch diese Vorgaben allein zu definie-
ren, gehen wir davon aus, dass tatsächlich neben einer Gerbe mit Zusammenhang und
Kurvung mehr physikalische Information gewählt werden muss.

Das steht im Einklang mit anderen Zugängen zu nichtorientierbaren Theorien, zum
Beispiel der von Orientifolds [Bru]. Dort wählt man eine orientierungsumkehrende Ori-
entifold-Abbildung, und erhält so zum Beispiel eine Stringtheorie vom Typ I aus solchen
vom Typ IIB. Bei einem algebraischen Zugang zur Konstruktion topologischer Feldtheo-
rien wählt man zusätzlich zu einer für orientierbare Weltflächen zur Konstruktion aus-
reichenden, bestimmten Frobenius-Algebra, im Fall nichtorientierbarer Weltflächen eine
Reversion auf dieser Algebra [FuRuSch], das ist ein bestimmter Algebren-Homomorphis-
mus von der Algebra in ihre opponierte Algebra.

Die Struktur, die wir als notwendige Wahl zur Definition eines String-Hintergrundes
für nichtorientierte Weltflächen vorschlagen, besteht aus einer Involutionγ : M −→ M
des Zielraumes, die durch Zurückziehen auf der GerbeG wirkt, so dass eine bestimmte
Bedingung erfüllt ist. Diese Bedingung ist durch den algebraischen Zugang motiviert, und
ihre Formulierung erfordert zunächst die Definition einer opponierten Gerbe, die wir in
dieser Arbeit als neuen Begriff einführen.

4.2.1 Opponierte Geradenbündel und Gerben.Zu einem gegebenen komplexen Vek-
torraumV haben wir nicht nur den DualraumV ∗ = Hom (V,C), sondern auch noch den
sogenannten opponierten VektorraumV opp, der aus denselben Elementenv ∈ V besteht
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wieV , auf demC aber durch eine andere Skalarmultiplikation∗mit dem komplex konju-
gierten Element wirkt,λ ∗ v := λv für λ ∈ C. Zu einem hermiteschen GeradenbündelL
mit hermitescher Metrikh bekommen wir genauso ein opponiertes BündelLopp, dessen
Bündelraum genauL ist, auf dessen FasernC aber durch∗ operiert. Die hermitesche Me-
trik h kann unverändert aufLopp als Metrik wirken, dah (λ ∗ x) = h

(
λx
)

=
∣∣λ∣∣2 h (x) =

|λ|2 h (x) ist. Die veränderte Multiplikation wirkt sich auf die Übergangsfunktionen aus;
haben wir zum Beispiel zwei Schnittesi : Ui −→ L+ undsj : Uj −→ L+ und die Über-
gangsfunktiongij : Ui ∩ Uj −→ U (1) bestimmt mitsi (x) = gij (x) · sj (x), so ist die
komplex konjugierte Funktiongopp = gij = g−1

ij die Übergangsfunktion im opponierten
Geradenbündel. Für die Chern-Klassen gilt also

ch(Lopp) = − ch(L) .

Genauso wie die Metrik liefert ein Zusammenhang aufL auch einen Zusammenhang
∇opp aufLopp. Für einen lokalen Schnitts : U −→ L und die dazugehörige lokale Zusam-
menhangsformA ∈ Ω1 (U) mit ∇ (s) = 1

i (A⊗ s) haben wir aufgrund der veränderten
Skalarmultiplikation die lokale ZusammenhangsformAopp = −A im opponierten Bündel,
∇opp(s) = 1

i ∗ (Aopp⊗ s). Also gilt auch für die Deligne-Klassen

del(Lopp,∇opp) = − del(L,∇) ,

insbesondere sind das opponierte und das duale Bündel als hermitesche Geradenbündel
sowohl mit als auch ohne Zusammenhang isomorph.

DEFINITION 4.2A . Es seiG = (Y, L, µ) eine Gerbe überM mit Zusammenhang∇
und KurvungC. Die zuG opponierte GerbeGopp hat denselben BündelraumY , das zu
L opponierte GeradenbündelLopp und die Gruppoidstrukturµ. Wir statten sie außerdem
kanonisch mit dem opponierten Zusammenhang∇opp und mit der KurvungCopp := −C
aus.

Wir berechnen die Dixmier-Douady-Klasse und die Deligne-Klasse der opponierten
Gerbe. Wenn wir bezüglich einer guten ÜberdeckungU für eine GerbeG = (Y, L, µ)
aus Schnitten nachY die Abbildungs : MU −→ Y bestimmt, und weitere Schnitte
σij : Uij −→ L+

s gewählt haben, können wir die Übergangsfunktionengijk : Uijk −→
U (1) aus dem Vergleich des Vektorsµs

(
∂−1

3 σij (x)⊗ ∂−1
1 σjk (x)

)
mit dem Vektor∂−1

2 σik

bestimmen. Liegt nun das opponierte GeradenbündelL+
s vor, so tritt hier das komplex

konjugierte Elementgijk (x) auf. Die Übergangsfunktionen der opponierten Gerbe sind
also durchgopp

ijk = g−1
ijk gegeben, und für die Dixmier-Douady-Klasse gilt

dd(Gopp) = −dd(G) .

Mit dem Zusammenhang∇s aufLs haben wir auf die Schnitteσij gewirkt und lokale
ZusammenhangsformenAij erhalten. Der opponierte Zusammenhang erzeugt auf densel-
ben Schnitten die ZusammenhangsformenAopp

ij = −Aij. Die Definition der KurvungCopp

bringt außerdem unmittelbarBopp
i = −Bi = −s∗iC. Damit ist die Deligne-Klasse

del(Gopp,∇opp, Copp) = − del(G,∇, C) ,
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die opponierte Gerbe ist sowohl mit Zusammenhang und Kurvung als auch ohne stabil
isomorph zur dualen GerbeG∗. Für ihre Krümmung gilt damit ebenfalls

K (∇opp, Copp) = −K (∇, C) .

4.2.2 Jandl-Struktur.Die durch Orientifold-Abbildungen motivierte Wahl einer In-
volution γ des Zielraumes, und die Tatsache das Begriffe wie rechts und links unter der
Wirkung einer solchen, orientierungsumkehrenden Abbildungen nicht nur verwechselbar
sind, sondern unter Umständen überhaupt keinen Sinn haben, veranlassen uns zu, der zu
wählenden Struktur den Namen Jandl-Struktur zu geben.

Ihre Definition treffen wir wie folgt.

DEFINITION 4.2B. Eine Jandl-Struktur auf einer GerbeG überM mit Zusammen-
hang und Kurvung ist eine Involutionγ : M −→ M , so dass die Gerbenγ∗G undGopp

stabil isomorph sind als Gerben mit Zusammenhang und Kurvung.

Wir diskutieren einige Folgerungen aus der Existenz einer Jandl-Struktur auf einer
Gerbe. Ist∇ der Zusammenhang vonG undC die Kurvung, so gilt, da stabil isomorphe
Gerben gleiche Krümmungen haben, für die KrümmungH := K (∇, C) die Beziehung

γ∗H = −H.

Zur weiteren Untersuchung der stabilen Isomorphie müssen wir uns die Gerbe
γ∗G ⊗ (Gopp)∗ ansehen. Ihr Bündelraum ist das FaserproduktMY = γ−1Y ×M Y =
(Y ×M M) ×M Y . Wir müssen hier sehr genau mit der Definition des Faserproduktes
umgehen.MY ist demnach genau die (größtmöglichste) Untermenge vonY ×M ×Y , so
dass das Diagramm

MY
∂2 //

∂1

��

γ−1Y
∂2 //

∂1

��

Y

π

��
Y

π //M
γ //M

kommutiert. Wenn wir die drei möglichen Wege von oben links nach unten rechts ein-
schlagen, haben wir

MY = {(y,m, y′) ∈ Y ×M × Y | γ (π (y′)) = γ (m) = π (y)} . (78)

Die Projektion vonMY nachM ist demzufolge gegeben durchp (y,m, y′) = γ (m). Sind
also die Gerbenγ∗G undGopp stabil isomorph, so gibt es ein hermitesches Geradenbündel
L −→ MY mit Zusammenhang∇L, so dass die Gerbenγ∗G ⊗ (Gopp)∗ und t

(
L
YM

)
iso-

morph sind als Gerben mit Zusammenhang und Kurvung. Wir können daraus eine weitere
Folgerung aus der Existenz einer Jandl-Struktur ziehen. Da die Kurvungen isomorpher
Gerben gleich sind, und die Kurvung der trivialen Gerbet

(
L
YM

)
geradeK (∇L) ist, gilt

für die KurvungC der GerbeG

p∗1C + p∗3C = K (∇L) , (79)
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wobeip1 = ∂2◦∂3 in die erste undp3 = ∂1◦∂2 in die dritte Komponente vonMY projiziert.
Insbesondere definiertp∗1C + p∗3C ∈ Ω2 (MY ) eine integrale Kohomologieklasse.

Zur Behandlung des Wess-Zumino-Terms wird vor allem der folgende Satz verwendet
werden.

SATZ 4.2C. Gilt für eine triviale Deligne-Klasseξ ∈ Ȟ2(X,Z (2)•D) auf einer orien-
tierbaren MannigfaltigkeitX und eine Involutionγ : X −→ X die Bedingungγ∗ξ = −ξ,
so gibt es eine Zweiform% ∈ Ω2(X) mit tr (%) = ξ undγ∗% = −%.

Beweis.Gemäß Lemma 3.1E gibt es eine Zweiform%′ ∈ Ω2(X), so dasstr (%′) = ξ
ist. Wir werden uns die Deligne-Hyperkohomologieklasseξ nun bezüglich einer Überde-
ckungU = {Ui}i∈I vonX ansehen, die mit der Involutionγ verträglich sein soll, insofern
dass es eine Abbildung der Indexmengeγ̇ : I −→ I gibt, so dassγ (Ui) = Uγ̇(i) ist. Wir
wollen an dieser Stelle nicht in voller Allgemeinheit die Existenz einer solchen Überde-
ckung diskutieren, sondern hier nur auf den für uns relevanten Fall eingehen, dassX der
doppelte Überlagerungsraum einer anderen MannigfaltigkeitΣ ist. Dann wählen wir eine
gute ÜberdeckungV = {Vi}i∈J vonΣ und ziehen sie mit̂π nachX zurück. Die Teilmen-
genπ̂−1 (Vi) zerfallen in die beiden ZusammenhangskomponentenSi (1) undSi (−1), die
wir separat als Teilmengen vonU nehmen. Die Schnittmengen der FormSi (1) ∩ Sj (1)
sind jeweils homöomorph zuUi ∩ Uj und daher ebenso zusammenziehbar.
Bezüglich einer solchen Überdeckung wählen wir also einen Deligne-Kozykel
(g, A,B) ∈ Tot 2Č•(U,Z (2)•D), der die Klasseξ repräsentiert. Für die Klasseγ∗ξ
können wir nun bezüglich derselben Überdeckung den Deligne-Kozykelγ∗ (g, A,B) ∈
Tot 2Č•(U,Z (2)•D) nehmen.
Da die Klasseξ trivial ist, gibt es ein Element(f,m) ∈ Tot 1Č•(U,Z (2)•D), so dass

(g, A,B) + D (f,m) = (1, 0, %′) (80)

gilt. Nach Voraussetzung sind außerdem die Deligne-Hyperkohomologieklassenγ∗ξ und
−ξ gleich. Daher haben wir ein weiteres Element(h,Π) ∈ Tot 1Č•(U,Z (2)•D) mit
γ∗ (g, A,B) = − (g, A,B) + D(h,Π). Mit ausgeschriebenen Indizes bedeutet das

γ∗Bγ̇(i) = −Bi + dΠi

γ∗Aγ̇(i),γ̇(j) = −Aij + Πj − Πi + dlog(hij)

γ∗gγ̇(i),γ̇(j),γ̇(k) = g−1
ijk · hjk · h−1

ik · hij.

Wir wendenγ∗ auf (80) an. Es folgt unter Ausnutzung der letzten Gleichung in der ersten
Komponenteδ (γ∗f · h · f) = 1, so dass es also gemäß der verallgemeinerten Mayer-
Vietoris-Sequenz in Satz 3.1A ein k ∈ Č0(U, U (1)) gibt mit δk = γ∗f · h · f . In der
zweiten Komponente haben wirδ (γ∗m+m+ Π + dlog(k)) = 0, so dass wir eine global
definierte Formn := γ∗m + m + Π+dlog(k) ∈ Ω1(Σ̂) haben. Zuletzt haben wir in der
dritten Komponenteγ∗%′ = −%′ + dn. Offenbar istγ∗dn = dn. Wir definieren% :=
%′ − 1

2
dn. Dann giltγ∗% = −%. Außerdem sind die Deligne-Klassenξ undtr (%) wegen

(g, A,B) + D(f, m+
1

2
n) = (1, 0, %)
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gleich.

4.2.3 Nichtorientierte Stringtheorie auf dem Torus.Das erste Modell, welches wir
unter Verwendung der Definition einer Jandl-Struktur untersuchen wollen, ist eine 1992
von M. Bianchi, G. Pradisi und A. Sagnotti betrachtete Stringtheorie mit einem Torus
M = T2 als Zielraum [BiPraSa][Bi].

Wir diskutieren mit unseren Möglichkeiten die Kopplung eines geschlossenen Strings
φ : Σ −→ T2 an einen String-Hintergrund. Aus Dimensionsgründen istΩ3(T2) = 0, wir
haben also nur Hintergrundfelder der FeldstärkeH = 0 zu betrachten. Die Kopplung des
Strings an dieses Hintergrundfeld wollen wir durch den Kopplungsterm (67)

exp (i Skopp [φ]) := hol(G,∇, C, φ)

beschreiben und betrachten daher die Mengew2 (T2, 0) der Gerben mit Zusammenhang
und Kurvung über dem TorusT2 mit KrümmungK (∇, C) = kH = 0, wieder aus
Dimensionsgründen sind das alle Gerben über dem Torus. Wir wollen uns wieder ein
Bild über diese Menge machen und sehen sie gemäß Korollar 3.1G alsH2(T2, U (1))-
Torsor. Diese Kohomologiegruppe ist über das Universelle-Koeffizienten-Theorem (19)

H2(T2, U (1)) = Hom (H2(T2), U (1))⊕ Ext(H1(T2), U (1)). (81)

Die Homologiegruppen des Torus sind bekannt alsH1(T2) = Z ⊕ Z undH2(T2) = Z.
Die Gruppenhomomorphismen im ersten direkten Summanden bilden damit die Gruppe

Hom (Z, U (1)) = R/Z = U (1) .

Um die Ext-Gruppe im zweiten direkten Summanden zu berechnen, induzieren wir aus
der kurzen exakten Exponentialsequenz

0 −→ Z −→ R −→ U (1) −→ 0

abelscher Gruppen für eine beliebige abelsche GruppeA die lange, exakte Sequenz von
Hom- und Ext-Gruppen

0 // Hom(A; Z) // Hom(A; R) // Hom(A;U(1)) EDBC
GF@A

// Ext(A; Z) // Ext(A; R) // Ext(A;U(1)) // 0

Nachdem für eine beliebige abelsche GruppeB die Ext-Gruppe Ext(Z, B) verschwindet,
haben wir fürB = R

Ext
(
H1(T2),R

)
= Ext(Z⊕ Z,R) = Ext(Z,R)⊕ Ext(Z,R) = 0.

In der Sequenz fürA = H1(T2) steht am Ende eine surjektive Abbildung dieser Gruppe in
die gesuchte Gruppe Ext(H1(T2), U (1)), damit verschwindet auch diese, und wir haben

H2(T2, U (1)) = U (1) .
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In [BiPraSa] wird die triviale Involution id: T2 −→ T2 betrachtet. Wir folgen dieser
Vorgehensweise und nehmen nun an, dass es eine GerbeG mit Zusammenhang∇ und
KurvungC gibt, so dass die Identität eine Jandl-Struktur ist. Dann ist der RaumMY aus
(78) diffeomorph zuY [2]

M , und die beiden Diagramme

YM
∂2 //

p1

��

Y 2
M

∂2

��
Y Y

YM
∂2 //

p3

��

Y 2
M

∂1

��
Y Y

kommutieren. Dann bedeutet die Gleichung (79)p∗1C + p∗3C = K (∇L) gerade

K (∇L) = ∂∗2C + ∂∗1C = ∂∗2C − ∂∗1C + 2∂∗1C

= δY (C) + 2∂∗1C = K (∇) + 2∂∗1C

also
2∂∗1C = K (∇L)−K (∇) .

Damit definiert2C insbesondere eine integrale Kohomologieklasse. Das war genau eines
der Resultate von Bianchi et. al.. In [Bi][BiPraSa] wurde dieses Resultat aber aufgrund ei-
ner völlig anderen Argumentation gefunden, nämlich durch eine Analyse der Symmetrien
des Spektrums von Bulkfeldern unter einem Austausch von Links- und Rechts laufenden
Strömen.

4.2.4 Das Wess-Zumino-Witten-Modell auf nichtorientierbaren Weltflächen.Die
zweite Theorie, die wir diskutieren wollen, ist das Wess-Zumino-Witten-Modell auf ei-
ner nichtorientierbaren Weltfläche. Wir arbeiten also mit einer Theorie von Abbildungen
φ̂ : Σ̂ −→ G des doppelten Überlagerungsraumes, die invariant unter der Paritätssymme-
trie φ̂ 7−→ γ ◦ φ̂ ◦ σ sind. Dabei warγ : G −→ G eine Abbildung der Formγ = lz ◦ Inv
für ein Elementz im Zentrum der Gruppe. Wir hatten die Menge dieser invarianten Abbil-
dungen mitMap (Σ̂, G)σ,γ bezeichnet. In dem in Abschnitt 2.3.2 behandelten Fall einer
orientierbaren Weltfläche konnten wir dann nach Wahl einer Orientierung orΣ über die
Bijektion von Abbildungen

õrΣ : Map (orΣ (Σ) , G) −→ Map (Σ̂, G)σ,γ

die orientierte Theorie von Abbildungenφ : Σ −→ Gmit der dazugehörigen Bewegungs-
gleichung reproduzieren. Auf einer nichtorientierbaren Mannigfaltigkeit können wir keine
solche Orientierung wählen und müssen mit Abbildungen des doppelten Überlagerungs-
raumes fortfahren.

Betrachten wir zunächst den kinetischen Term des Wess-Zumino-Witten-Modells. Er
war definiert als das Integral der Lagrangedichte (13) über die Weltfläche. Die Lagran-
gedichte hatten wir in der orientierten Theorie als die ZweiformL [φ] = 〈φ∗θ, ?φ∗θ〉 ∈
Ω2 (Σ) eingeführt. Das Integral dieser Zweiform hatte sich als invariant sowohl unter



einem Orientierungswechsel als auch unter der separaten Transformationφ 7−→ γ ◦ φ
herausgestellt. In unserem Fall haben wir die Zweiform

L̂ := L[φ̂] =
〈
φ̂∗θ, ?φ̂∗θ

〉
∈ Ω2(Σ̂)

auf dem doppelten Überlagerungsraum. Da der Hodgesche Sternoperator unter einem
Orientierungswechsel sein Vorzeichen ändert, erfüllt sie die Bedingungσ∗L̂ = −L̂ und
korrespondiert daher zu einer DichteL := τ−1(L̂) ∈ Ω2 (Σ,Θ). Die Lagrangedichte trägt
ihren Namen also zurecht. Den kinetischen Term können wir nun durch

Skin[φ̂] =
k

2

∫
Σ

L

definieren.
Ist Σ möglicherweise orientierbar, so können wir eine globale Orientierung orΣ wäh-

len und erhalten aus der BijektioñorΣ eine Abbildungφ :orΣ (Σ) −→ G. Dann wirdL
zu einer ZweiformL ∈ Ω2 (orΣ (Σ)) und wir haben sofort die gewohnte Wirkung (12).

Für den Wess-Zumino-Term bestimmen wir die bis auf stabile Isomorphie eindeu-
tige GerbeG überG mit Zusammenhang∇ und KurvungC, so dass die Krümmung
K (∇, C) = kH ist. Wir behandeln hier den Fall, dassγ : G −→ G eine Jandl-Struktur
der GerbeG ist. Die notwendige Bedingung dafür ist dadurch erfüllt, dassγ die Eigen-
schaft

γ∗H = −H

hat. Zur Berechnung der Holonomie vonG um die WeltflächeΣ ziehen wir die Deligne-
Klasse der GerbeG mit φ̂ : Σ̂ −→ G zurück zu einer Deligne-Klasseξ := φ̂∗del(G,∇, C)
überΣ̂. Aus der Invarianz der Abbildunĝφ folgt

σ∗ξ = σ∗φ̂∗del(G,∇, C) = φ̂∗γ∗del(G,∇, C)

= −φ̂∗del(G,∇, C) = −φ̂∗ξ.

Damit können wir Satz 4.2C anwenden und erhalten eine Zweiform̂% ∈ Ω2(Σ̂)− mit
tr (%̂) = ξ. Zwei verschiedene Wahlen̂% und%̂′ dieser Zweiform führen zu einer Differenz
%̂ − %̂′ ∈ Ω2

c,Z(Σ̂)−. Wir betrachten die korrespondierenden Dichten%, %′ ∈ Ω2 (Σ) . Für
die Differenz gilt gemäß (77)∫

Σ

%− %′ =
1

2

∫
Σ̂

%̂− %̂′ ∈ πZ.

Daher ist das Integral

hol
(
G,∇, C, φ̂

)
:= exp i

∫
Σ

%

nur bis auf ein Vorzeichenexp (iπ) wohldefiniert.



Im Falle einer orientierten Weltfläche reduziert sich dieser Ausdruck sofort auf die
Holonomie der GerbeG mit Zusammenhang∇ und KurvungC überΣ.

Wir haben also eine Definition des Wess-Zumino-Witten-Modells gefunden, die auf
orientierbaren Weltflächen die in Abschnitt 2 beschriebene Theorie reproduziert, und auf
nichtorientierbaren Weltflächen die Amplituden im Pfadintegral bis auf ein Vorzeichen
bestimmt.
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